4 Persamaan Medan Relativistik
dan Rumusan Lagrange

Setelah mempelajari bab 4, mahasiswa diharapkaat:dap
1. Menurunkan nilai eigen dan persamaan gelombandyoadikel spin O.
2. Menurunkan nilai eigen dan persamaan gelombandyoadikel spin %.
3. Menurunkan nilai eigen dan persamaan gelombandyoadikel spin 1.
4

. Menurunkan solusi persamaan Dirac baik solusi y@@rgantung waktu maupun
solusi gelombang bidang.

5. Menurunkan operatapin up danspin down.
6. Memahami dan mengklasifikasikan bilinear dari kamaisi spinor 4-komponen

Y danyg.

7. Menurunkan persamaan gerak dari medan vektor, msgdar, medan Dirac dari
rumusan Lagrange.

Sebagaimana telah kita pelajari dalam kinematikkativistik, persamaan-
persamaannya diturunkan dari dua postulat relasviDua kerangka inersia yang
bergerak relatif satu dengan yang lain dengan lkeaapkonstan dihubungkan melalui
transformasi Lorentz. Ada suatu cara sederhan&umé&mperoleh persamaan-persamaan
yang konsisten secara relativitas khusus (yaitsgmeaan-persamaannya tampak sama
dari sudut pandang pengamat dalam gerak relatifigale menyatakan persamaan-

persamaan tersebut dengan cara invarian Lorentz.

Pada bab ini akan dipelajari persamaan-persamaamigang untuk medan skalar
(spin-0), medan spinor (spin-1/2) dan medan vefgpin-1) dengan menerapkan prinsip-
prinsip relativitas serta ide-ide dasar dalam mideakuantum yang sangat diperlukan
dalam mempelajari obyek-obyek yang berukuran sakegit, partikel yang berukuran
mikro. Kombinasi persamaan energi dan momentuntivisistk dengan operator energi
dan momentum menghasilkan persamaan-persamaanbggigmang bermanfaat dalam
mempelajari fisika partikel. Selanjutnya, melalergmusan Euler-Lagrange persamaan-
persamaan gerak yang diperoleh dapat pula diturudkagan memilih rapat Lagrangian

secara tepat.
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4.1 Medan Skalar: spin-0

Pasal ini akan mempelajari persamaan gelombands setuuah partikel yang tidak spin-

0, yaitu sebuah partikel skalar. Partikel ini diken simbolg. Persamaan gelombang

partikel skalar, dapat diperoleh dari persamaanrgeneomentum relativistik dengan

mensubstitusikan operator-operator diferensial lumnergiE dan momentunp yang

diberikan dalam mekanika kuantum. Kita akan mengawl@ngan menurunkan

persamaan gelombang non relativistik.

Operator-operator diferensial dalam mekanika kwantuntuk energiE dan

momentump diberikan oleh
.0 ,
E - |a (operator energi) , (4.2)

p - -i0 (operator momentum), (4.2)

Dalam limit non-relativistik, energi kinetik dareBuah partikel bebas dengan massa

dan momentunmp diberikan oleh

=2
=P

o (4.3)

Disini E adalah energi kinetik partikel. Jika operator-@par diferensial untuk energi

dan momentum disubstitusikan ke persamaan (4.3amigleroleh

iDZ :—ia_w

(persamaan Schrodinger) . (4.4)
2m ot

Analog dengan penurunan persamaan Schrodingeralsgersamaan kovarian (sama

dalam setiap kerangka acuan) dapat diperoleh demgarggunakan persamaan energi

dan momentum 4-vektor relativistik dari sebuahikelt p* =(E, p),
p°=p,p=E*-p*=m" . (4.5)

Operator-operator diferensial persamaan (4.1) kénudapat dinyatakan dalam notasi
4-vektor

p, - i——=id, , (4.6)
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Dalam ungkapan ini, operator energi adalah kompdmeeaml persamaan (4.6). Substitusi
persamaan (4.6) ke persamaan (4.5), dengan mehdiagwa operator selalu bekerja

pada suatu keadaan (statg) persamaan (4.5) menghasilkan persamaan difefende

21

2
Dzw—%”: m’p . (persamaan Klein-Gordon) (4.7)

Persamaan (4.7) dinamakan persamaan Klein-Gordon Bé&gan memperkenalkan

notasi kotak

H 62 =12
U=0,0 :?—D , (4.8)

persamaan (4.7) dapat ditulis kembali dalam bentuk

(D + mz)w(x) =0, (4.9)
Operator | adalah invarian Lorentz, jadi persamaan KG adglaisamaan kovarian
relativistik jika q)(x) adalah sebuah fungsi skalar. Yaitu terhadap toamsfsi Lorentz

@(x) bertransformask” =(t,X) - x* =(t',x) sebagai berikut

p(tx) -  @(t'x)=¢t,%), (4.10)

sehinggag adalah invarian. Persamaan (4.7) adalah persaora@i?2 dalam derivatif

waktu, sehingga mudah dilihat bahwa solusi persank€@ adalah solusi gelombang
bidang,

o(x) = Ne (7%, (4.11)

dimana N adalah konstanta normalisasi. Jika kita subski&mnssolusi gelombang bidang
di atas ke persamaan KG maka solusi untuk energpdesamaan ini memberikan dua
buah nilai energi, yaitu energi positif dan energgatif,

| +ymPet + pZe?, energi positif

E= . (4.12)

-Jm’c* + p%c?, energi negatif
Solusi energi negatif adalah sebuah permasalaktikakkita menafsirkar(o(x)

sebagai sebuah fungsi gelombang untuk partikelgaindJntuk sebuah partikel bebas,
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energi totaE sepenuhnya dinyatakan oleh energi kinetiknya ggfairenerginya konstan,

karenanya dapat dipilih partikel dengan keadaangepesitif dan mengabaikan keadaan
energi negatif. Namun ketika partikel berinterakaga pertukaran energi dengan
lingkungan yang berarti ada sejumlah energi yamegndiikan dalam proses. Kemudian
energi dari sebuah partikel akan menuju ke keadaargi negatif tak berhingga dan ini
tidak mungkin terjadi untuk sebuah partikel tungpjeh @ ditafsirkan sebagai sebuah
fungsi gelombang. Namun demikian kita tidak dap&ngabaikan begitu saja solusi

energi negatif sebagai solusi tidak fisis. Karenalus ini diperlukan untuk

mendefinisikan kelengkapan suatu keadaan. Bertﬂdgxehjikaq)(x) ditafsirkan sebagai

sebuah medan kuantum, kedua solusi energi bukaalahasSolusi energi positif dan

negatif terkait dengan operator-operator untukilgglrtercipta atau teranihilasi.

Permasalahan kedua dengan tafsiran fungsi gelamy@mng muncul adalah ketika
kita mencoba untuk merealisasikan rapat probasilialam persamaan Schrodinger,

jika ¢ adalah fungsi gelombang maka rapat probabiligasdiberikan oleh

pP=y*y . (4.13)

Karena probabilitas adalah kekal maka haruslah maehigersamaan kontinuitas
imﬂ‘z—’f:o, (4.14)

dimana | adalah arus probabilitas. Arus probabilitas yangm@nuhi persamaan

kontinuitas ini adalah
- I — =
J=———(¢*Dy-ydy) . (4.15)

Akan tetapi, rapat probabilitas yang didefinisikadah persamaan (4.13) tidak kekal
dalam persamaan KG. Ini karena persamaan KG agdalasamaan orde-2 dalam derivatif
waktu, serupa dengan persamaan gerak Newton dalekanika. Syarat awal untuk
menyelesaikan persamaan gerak Newton adalah posedi dan kecepatan awal. Ini

berarti bahwa kita perlu memberikan konfigurasi laderivatif ¢(X) dan turunannya
0¢(X)/ ot pada persamaan KG. Untuk kasus partikel bebasvistkk maka persamaan

rapat probabilitas dan arus probabilitas haruslafibatkan komponen waktu sehingga
kedua besaran ini akan bertransformasi sebagaaketaktor (4-vektor). Dalam kasus ini
persamaan kontinuitas dapat dinyatakan secaraikoyar
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d.j“=0. (4.16)

m

dimana j“(p,]) . Karena itu secara relativistik, rapat probakslibakan sebuah kuantitas
skalar tetapi komponen ke nol dari sebuah 4-vekigar persamaan kontinuitas dipenuhi

maka o dan j* dapat dipilih sebagai berikut

i Jdp O0p*

L i , 4.17a
P 2m(<” a 7 j (4.17a)
e :'—((p* aﬂw—a”(pqo*). (4.17b)

2m

Tampak perbedaan yang jelas antara persamaara)(4ai (4.13). Pada kasus tak
relativistik rapat arus probabilitas memiliki nildefinitif positif p:¢*¢:|q42 :|N|2.
sedangkan dalam kasus relativistik tidak defimpositif, p = 2|N|2 E, karena kita masih

bisa memilihE bernilai negatif. Akibatnya arug” tidak memberikan tafsirap sebagai

rapat probabilitas (karena tidak definitif posisBperti dalam persamaan Schrodinger.

Contoh 4.1.
Buktikan bahwa jika rapat probabilitas dan arusbphilitas masing-masing diberikan

oleh persamaan (4.13) dan (4.15) maka persamaaimioas

EDT+0—’0:
ot

akan dipenuhi. Persamaan kontinuitas (4.14) ekenvadlengan kekekalan muatan
(buktikan!).

Jawab:

Persamaan (4.13) memberikan hasil

B=2lwrw) H%j"’ i (aa_fﬂ

dan dari persamaan (4.15) diperoleh
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00 =0y Dy +¢* 0y - Dyl oy )

2m

oo’

—_[y+9¥ , 00"
_(w atﬂ’yatj

Dengan menjumlahkan kedua persamaan di atas medaneean kontinuitas dipenuhi.

Dari dua kesulitan persamaan KG sebagai persamaativistik untuk partikel
tunggal: (i) adanya solusi energi negatif (i) apebalitas tidak menghasilkan rapat
probabilitas definitif positif, P.A.M. Dirac kemuah menurunkan sebuah persamaan
yang konsisten dengan perumusan energi-momentwativigik dan dapat menjelaskan
kedua masalah persamaan KG. Persamaannya adakdmpan orde pertama dalam
turunan waktu dan berlaku untuk sebuah partiket-§f2. Pada pasal berikut ini akan
dipelajari persamaan Dirac yang dapat pula ditumanknelalui persamaan energi-
momentum namun persamaan ini harus difaktorisasermatif penurunan persamaan
Dirac dapat dikerjakan melalui sifat-sifat transf@si dari spinor terhadap grup
LorentZ.

4.2 Spinor: Partikel spin-1/2

Dalam menurunkan persmaaannya, Dirac menggunakdmalse strategi bahwa
persamaan (4.5) dapat difaktorisasi sehingga meilgha sebuah persamaan keadaan

untuk partikel spin-1/2. Partikel ini diberikan $o1 ¢ (spinor 4-komponen). Misalkan

persamaan (4.5) dapat difaktorisasi sebagai kteriku
(p*p, —m*)=(8"p, +m)(y'p, ~m) . (4.18)

Disini B" dan y* adalah koefisien-koefisien yang belum diketahwlaBjutnya, ruas

kanan persamaan (4.18) diuraikan menjadi

(8p, +m)(y' o, ~m)=B"p, (B p, ~m)+me(y p, ~m)

! Lihat Ryder, L.H.Quantum Field Theory, Bab 1.
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=By, ~(B8p~¥p,)m-n’. (4.19)

Koefisien-koefisiens” dan )’ ditentukan oleh suku linier dap, . Jika suku linier dalam

p, pada persamaan (4.19) diabaikan maka diperoleh

B'p,-y'p=0 = B =y . (20)
Akibatnya persamaan (4.18) menjadi

=YVpp (4.21)

Dengan menguraikan komponen-komponen untuk masasjag ruas persamaan (4.21),

maka diperoleh

() =(0) =(07) = () = () (p) (1) (0 ) + () (0 ) * (¥ ) (R
() pob+ (Y Y 2+ v ¥ Y popa* (v Y 2+ v 1 ) pops

A+ e+ (v V) e+ (v v v Yoo,
(4.22)

Dari persamaan ini dapat dilihat bahwa tidak ada sampunan skala(yo,yl,yz,ys)

yang memenuhi ruas kanan persamaan. Persamaautdraaya dipenuhi jikg* harus
merupakan bentuk-bentuk matriks, yang kemudianndikdengan matriks Dirac. Dirac

memilih matriks-matriks/” yang merupakan matriks 4 x 4 sebagai berikut

la® 0 | o ¢ | 0o o o o
2 s s 2]l e

dimanaa”(/J:O,l,Z,E) adalah matriks 2 x 2 yang diberikan oleh matriketsiks Pauli

sebagai berikut

Uoz[l O}El, 04:{0 1}, Jzz[(,) _i}, U3=F O] (4.24)
0 1 10 I 0 0 -1

Kita dapat menguji hubungan persamaan (4.22) demgarsubstitusikan matriks-matriks
(4.23). Matriks-matriks Dirac kemudian memenuhaladjr Clifford:

vy Yyt =29, (4.25)

atau

86



{v'.y}=20" . (4.26)

Disini { A B} = AB+ BA adalah hubungan anti komutator untuk kuanthaganB dan

g adalah metrik Minkowski. Dapat dibuktikan bahwatrika )* memenuhi
2 2\ 2
() =1 (V) =-1 »yv=-rv (uzv),

Play Y=y 4.27)
Hubungan energi-momentum relativistik persamaatBjkemudian menjadi

(p*p, —m?)=(yp, +m)(y"p, -m)=0. (4.28)
Persamaan di atas mengandung dua solusi yaitu

i)y*p,—m=0, @) yp,+m=0. (4.29)
Dan ini mengijinkan pula dua solusi baik untuk sokenergi positif maupun negatif.

Berikut ini akan dijelaskan solusi (i), solusi)(dapat dikerjakan sebagai latihan.
Seperti dalam penurunan persamaan Schrodinger desarpaan KG, momentum
relativistik diganti menjadi operator dalam mekankuantum, persamaam (4.6). Dengan

mengingat kembali bahwa operator bekerja pada «eattiaany , maka persamaan (29)

untuk solusi (i) menjadi
(iy“aﬂ - m)t// =0, (persamaan Dirac) (4.30)

Ini adalah sebuah persamaan diferensial orde paryamg kovarian dan dikenal sebagai

persamaan Dirac dengag sebagai medan spinor Dirac. Persamaan (4.30) hadala
persamaan matriks 4 x 4 sehingga mudah dipahamvéahedan spinor Dirag/

merupakan sebuah matriks kolom, 4 x 1, dengan ekgpaponen
w="%. w=(y ¥, ¢, ¥.] (4.31)

Sebagai catatan, meskipyn mengandung empat komponeh,ini bukan sebuah 4-

vektor.
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Contoh 4.2

Buktikan bahwa masing-masing komponen gamemenuhi persamaan KG!

Jawab:

Mulai dari persamaan Dirac (4.30)
iy o -my =0.
Kerjakan pada kedua ruas persamaan sebuah opgratpruntuk memperoleh
iy'y'a,0,0 -m(yo,w)=0.
Suku kedua ruas kiri persamaan di atas adptahyy = —(im)t//, sehingga menjadi
Vy'o,04 + iy =0.

Persamaan ini juga dapat ditulis dalam bentuk sikneéengan mempertukarkan indeks
H oV

V40,0 4 + iy =0.
Jumlahkan kedua persamaan di atas dengan mengijgjat =9,0 4 maka diperoleh
(v'y +v'y*)o,0u +2my =0
- g"0,04 + iy =0
atau

2
N@M+m@:%%—i%+m@20

Ini adalah persamaan KG (4.7).

Selanjutnya, bagaimana Dirac dapat menjelaskngpthldem dalam persamaan
KG. Rapat arus seperti apa yang memenuhi persak@@muitas (4.16) yang dapat
menghasilkan rapat probabilitas definitif positifSerta bagaimana menjelaskan
keberadaan solusi energi negatif dan energi positiftuk itu, kita perlu melakukan
sebuah manipulasi yang memberikan konsekuensiseperti halnya contoh di atas.

Dengan mengambil konjugat Hermitian persamaan Diraka
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((iy"aﬂ - m)[p)T = ((i}/oao +iy'0, - m)‘//)Jr . (4.32)
:[//T(—iyoTéo —iViTéi - m) =0

Kalau ¢ adalah matriks kolom (4.31)" adalah matriks baris 1 x 4. Simtﬁqj dan éi

berarti beroperasi ke sebelah kiri. Dengan mendgmaifat-sifat matriks Dirac (4.27),
y*' =) dany'' =-) maka persamaan (4.32) menfadi
41/*(—iy°50+iy'6i —m):o. (4.33)

Kalikan dari kanan persamaan di atas denglan

z/ﬁ(—iy"éo +iy/0, —m)y°=0

- ¢ (—iy"yoc‘k)0 +iy'y%. - myO) =0

- (//Tyo(iyoéo +i)0, + m) =0

= ¢'y(iy9, +m)=0
Selanjutnyaspinor adjoint ¢ didefinisikan sebagai berikut

g=y'y, (4.34)

maka diperoleh
w(iyﬂéﬂ + m) =0 . (4.35)
Persamaagy dan persamaa@@ dapat digunakan untuk menunjukkan bahwa rapat aru

=y, (4.36)
adalah kekalg ,j*=0:

0,i*=0,(av'y)=(0.0)rw+u(you)
=(imp)y +@(-imp) =0 . (4.37)

Komponen nol dari rapat arus adalah rapat protabili

% Notasi dengan panah di atas beraﬁﬁ”B = AE#B - AE#B = A(G”B) - (G#A) B . Sebagai contoh
wlo,=og’.
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=o'y =uyy W=y

W,
W,
W,
v,

ini menghasilkan rapat probabilitas positif. Dibergkan dengan persamaan KG,

(4.38)

=, v, v, 4= e e e

persamaan Dirac memberikan lebih jelas dalam masgabgpat probabilitas untuk
partikel. Seperti diharapkan masalah rapat probabitelah dapat dipecahkan. Untuk

kasus energi negatif dapat dijelaskan pasal beirlkut

Contoh 4.3.

Jika fungsi keadaarz;{/(x) memenuhi persamaaBbirac, peroleh kembali hubungan

energi-momentum relativisti€® = p°c*+mx*!

Jawab:

Persamaan Dirac (i) dapat ditulis kembali untukusébpartikel dengan massayang
memiliki keadaany :

(v'p,-mjw =0, (4.39)
atau
W,
(P + V'pu+ V2P, + Py~ me) Zlf =0 (4.40)
"

Dengan menguraikan masing-masing komponen persamdaatas maka diperoleh

sebuah persamaan matriks

E_m 0 _pz _px+ipy [//1
0 E-m =i
TR Bl g
pz px_lpy _E_m 0 l//,?,
_px+ipy _pz 0 _E_m l//4
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Persamaan ini memberikan empat buah persamaan hamg diselesaikan. Dengan

melakukan perkalian matriks maka diperoleh:

(i) (E-m)e, - pgrs—(p. —ip, ), =0 . (4.42a)
(i) (E-m)g, =(p, +ip, )@s + P, =0 . (4.42D)
(iii) pg +(p,=ip, )w, ~ (E+m)w,=0 . (4.42c)
V) (P, +ip, )¢, — Py, - (E+m)y, =0 . (4.42d)

Dari persamaan (42a) dan persamaan {2b) diperoleh

Bj:_(E—:"){—(pjzipy) ‘(pxp:ipv)

Sedangkan dari persamaamgd) dan persamaan #2d) diperoleh

{Zj:(gim)l(px izipy) (px_—pizpy) {%} _ (4.44)

v,
Kombinasi persamaan (4.43) dan (4.44) memberikaih ha

[N S TN [ . e
¥, (Ez_mz) 0 Pl Py + P, | Y, (Ez_mz) 0 1)¢,

Sehingga diperoleh

&,

Vﬂ . (4.43)

atau E*=p*+m?

Apakah solusi ini dapat diperoleh jika diselesaikatuk (y“ p,+ mc)t,a =07

4.2.1 Solusi Persamaan Dirac
A. Solusi bergantung waktu

Tinjau bahwa medan spinor Dirgc tidak bergantung pada posisi, yaitu

6_4[(/):6_(//’ al‘[;:aé[;:awazo (446)
)4 ot ox oOx° o0Xx
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Kemudian elemen-elemen matrikss kolom (4 x 1) daedan spinor Dirac disusun

menjadi dua buah matriks kolom (2 x 1) sebagakiéri

v,
v, | (v,
= = } 4.47
77y, (w) @47
v,

Jelaslah disinigy, dan ¢; masing-masing adalah matrikss kolom (2 x 1) dengan

komponen-komponen matriksnya diberikan oleh

W, W,
= : = : 4.48
Y (wj v (wj (4.49)

Maka persamaan medan Dirac menjadi

oY,
(J-sz oj ot _m(l//Aj:O, (4.49)
0 -1, % Y

ot

dimana %, adalah matriks satuan (2 x 2). Dari persamaan9)4atla dua buah

persamaan yang harus diselesaikan

%—mﬂA -0, (4.50a)
t
—%—WB - 0. (4.50D)

Dengan mengintegrasikan persamaan-persamaan dimates diperoleh solusi untuk

masing-masing persamaan,

Wat) =@, (0)exp(-imt) ,  (energi positif: partikel), (4.51a)
Ws(t) =y (0)exp(+imt) .  (energi negatif: anti partikel). (4.51b)

Persamaan (4.51) adalah persamaan bergantung waktupartikel dalam keadaan

kuantum dengan ener@. Dalam kerangka diam partikelp(=0), energi dari sebuah
partikel diberikan olelE = m sehinggay, adalah solusi yang mungkin. Sedangkan

menggambarkan keadaan kuantum dari sebuah paftékeldengan energi negatif

E =-m. Dirac kemudian memberikan tafsiran bahga adalah solusi untuk keadaan
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partikel (energi positif) spin-1/2 sedangkagn adalah solusi untuk keadaanti-partikel
(energi negatif) spin-1/2.Sebagai contoh, jika, adalah keadaan kuantum elektron
makay/, adalah keadaan kuantum anti-elektron yaitu positdari kenyataan ini dapat

disimpulkan bahwa persamaan Dirac bukan persanmeam menggambarkan persamaan

untuk partikel tunggal tetapi persamaan untuk kalrtian anti partikel.

Energi

s

O Partikel

Foton

Anti-partikel (hole)

Lautan Dira:

Gambar 4.1. Penciptaan pasangan partikel-antighdédam tafsiran lautan Dirac.

Masalah solusi energi negatif kemudian dijelastangan memperkenalkan apa
yang disebut "lautan Dirac’Dirac sea). Bertolak dari prinsip larangan Pauli untuk
partikel spin-1/2, Dirac mengasumsikan bahwa kea@aa&rgi negatif terisi secara penuh
(sebuah vakum stabil dimana semua keadaan eneggiiinditempati) dan prinsip Pauli
mencegah setiap partikel memasuki lautan keadaangiemegatif ini. Gambaran ini juga
membawa suatu kesimpulan bahwa tafsiran partikejgal untuk persamaan Dirac
adalah tidak mungkin. Sebuah foton dengan energ2m dapat mengeksitasi salah satu
elektron yang mengisi keadaan energi negatif akanimggalkan sebuah lubanigole)
dalam lautan Dirac (Lihat Gambar 4.1). Lubang iargerilaku seperti sebuah partikel

dengan massa yang sama tetapi muatannya berlawangrditafsirkan sebagai sebuah

¥ Membedakan partikel dan anti partikel hanyalauabtkonvensi. Jadi kita juga dapat mengubah
konvensi tersebut, misalnya positron adalah pdri&a elektron adalah anti partikel. Dalam halkiité
hidup dalam dunia anti partikel.
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positron. Implementasikan dari hal ini dapat dililketika kita mengkuantisasi medan
spin-1/2%

B. Solusi gelombang bidang
Solusi gelombang bidang untuk persamaan Dirac hdala

w(x)=Nexp(-ipx)u(p) , p*=(E p), (4.52)
dimanaN adalah konstanta normalisasi daa(‘p) adalah fungsi Dirac bebas sedemikian
sehinggay/(x) memenuhi persamaan Dirac (4.30). Fungs$ip) kemudian akan

menyatakan keadaan spinor 4-komponen. Ka;&a(va) bergantung pada” maka

0
o4 = lgx(#X) =-ip,N exp(—i pvx”)u( p) . (4.53)

Akibatnya persamaan Dirac menjadi
iy”(—ip#N exp(—ipvx”)u( p)) - m(N exp(—ipvx”)u( p)) = (. (4.54)
atau
(v*p,-m)u(p)=0. (4.55)
Ini dinamakan sebagai persamaan Dirac dalam ruagemtum. Jikau( p) memenuhi

persamaan (4.55), maka(x) pada persamaan (4.52) memenuhi persamaan Dirac.

Dengan menggunakan analogi contoh 4.1, namun a&kamtuk fungsi bebas

Dirac u( p) (spinor 4-komponen) yang didekomposisikan seblagakut

HEES H RN
u= : u, = , Ug= . (4.56)
UB u2 u4

Maka dapat diperoleh dua buah persamaan simultan:

0= ] :_;[_( s ‘(px_ipy)]{“?} . (4.57a)

%] (E-m)|—(p,+ip,) p, |l
Uy ]2 P (piipy) {”1} . (4.57h)
Ly, | (E+m) (px+ipy) -p, U,

“ Dalam buku ini tidak akan membahas kuantisasi medatuk kuantisasi medan dapat dibaca pada buku
teks teori medan kuantum, lihat referensi.
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Jika kedua persamaan di atas diselesaikan makagaibenergi-momentum relativistik

juga diperoleh,

(4.58)

. +p*+m?, partikel
-/ p* +n7, anti — partikel
Kembali, akar positif terkait dengan keadaan paltdan akar negatif adalah untuk anti

partikel, seperti dijelaskan sebelumnya. Karuﬁap) masih merupakan fungsi bebas
maka pemilihan komponen-kompenen dari persamaaid)(ékan menghasilkan empat
buah solusi: dua buah untuk solusi energi positif +/ p> + m* dan dua buah untuk
solusi energi negatik = —\/m , yaitu:

1. Dua solusi untuk energi positif (partikel):

(i) jika u, =1 danu, =0: partikel dengamspin up, maka

Uy =F}, (4.59a)

dan

Lk:ﬁjz(Eim{Ua%mﬂ “%;Tﬂﬂﬂz(Eim[@%mj' (459

1
0
u(E, p) {ﬂ - Elizm . (4.59¢)
B
P +ip,
| E+m |

Untuk partikel diamp =0 fungsi keadaan spinor 4 komponen dari partikelgdaspin

up adalah

(@

= (x)=exp(-iEt) ol (4.59d)

o
o

(i) jika u, =0 danu, =1: partikel dengamspin down, maka
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U, = {O} (4.60a)

1
dan
u3 1 px_ipy
Ug = = . 4.60b
ol oo
Sehingga diperoleh
PR
1
u(E,ﬁ)={uA}: PPy | (4.60c)
Ug E+m
P,
L E+m |

Sehingga untuk partikel diamp =0 fungsi keadaan spinor 4 komponen dari partikel

dengarspin down adalah

= (x)=exp(-iEt)| | . (4.60d)

2. Dua solusi untuk energi negatif (anti partikel):

() jika u; =1 danu, =0: anti partikel dengaspin up, maka

[y, 1 p,
- - . 4.61
B _uj (E—m){pij o
(1
= _ 4.61b
Ug _o} ( )
Sehingga diperoleh
b
(E-m)
u p, +ip
E,p)=| *|=|=2—2]|. 4.61
()= o=/ (o) (4.610)
1
- O .

Untuk anti partikel diamp =0 fungsi keadaan spinor 4 komponen dari antipartikel

dengarspin up adalah
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= (x)=exp(+Et) | (4.61d)

:_ul = 1 px_ipy
Uy _uj (E—m){ “p, } (4.62a)
Ug = ﬂ : (4.62b)
Sehingga diperoleh
[ p,-ip, |
(E-m)
=\ _ uA — _pz
u(E, p)—LJ— (E-m) | (4.62c)
0
(. 1 -

Untuk anti partikel diamp=0 fungsi keadaan spinor 4 komponen dari antipartikel

dengarspin down adalah

= ¢(x)=exp(+Et)| _|. (4.63d)

Fungsi Dirac bebas(p) di atas adalah funsi Dirac yang belum ternorraalisMaka
untuk memperoleh fungsi Dirac ternormalisasi peiferkenalkan konstanta normalisasi
N. Misalkan empat fungsi Dirac bebas (spinor Dirakothponen) yang ternormalisasi
dinyatakan olehu® danu® adalah solusi untuk partikel, u® danu® adalah solusi
untuk anti-partikel. Kita tuliskan kembali persamagdi atas dengan melibatkan faktor

normalisasi sebagai berikut:

(1) Solusi untuk partikeE = +/ p> + m*> adalah
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1
u(E, p)=N| _P: (spin up), U?(E,p) =N Pl (spin down). (4.64)
E+m E+m
p, tip, -p,
L E+m | L E+m |

Persamaan ini berturut-turut mengambarkan persarkaadaan elektron dengan

spin-up dan spin-down.
(2) Solusi untuk anti-partikelE = -/ p> + m*> adalah

_ P P —ipy
(E-m) (E-m)
CE B) = _px+ipy i @ (E B)= P, -
u”(E,p)=N (E—m) (spin up)u*”(E,p)=N (E—m) (spin down) (4.65)
1 0
0 1

Persamaan ini berturut-turut mengambarkan persarkaadaan antielektron dengan
spin-up dan spin-down. Sifat-sifat akan dijelaskan pada pasal berikutnya

Solusi energinegatif dapat pula ditafsirkan sebagai keadaan antiparéikergi
positif. Untuk itu, ungkapan energi dan momentum fisis dati partikel dapat diperoleh
dengan membalik tanda kedua kuantitas ini. Untuknpegjelas perbedaaan antara solusi

partikel dan anti partikel yang keduanya sekarargmitiki energi dan momentum

positif(E = p°+ mz), untuk partikel dinyatakan dengan® dan anti partikel dengan

v dengan s = 1, 2. Sehingga dengan membalik tandampaan (4.65) maka diperoleh

[ p, —ip, |

(E+m)

(E+m)
0

1

VO(E, p) =u(-E,-p) =N (4.66a)
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V(z)(E, r)) - u(s)(—E,—f)) =Nl 2> (4.66b)

Ini adalah solusi untuk dua keadaan spin anti krtiDengan demikian solusi

gelombang bidang dari persamaan Dirac dapat diamgkbagai berikut:

9 (x) = {N exp(-ipX)u®(p),  partikel 4.67)

Nexp(-ipx)v!?(p),  anti partikel

dimanas=1, 2.

Contoh 4.4

Carilah konstanta normalisasidengan menggunakan persamaan-persamaan (4.64) jika

syarat normalisasi untuk spinor diberikan oléh = 2|E|?

Jawab:
Dari persamaan (4.64) diperoleh

1
0
uWiy®=NN1 0 P TP p,
E+m E+m E+m

p, +ip,

L E+m |

i |1s0r #(poi)(prip)
(E+m)’ (E+m)*

O NN (E+m)2+p2}:|N|z[ 2E }

(E+m)2 E+m

Dengan syarat normalisasi yang diberikan maka
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INJ* 2E -0k o N=VE+m . (4.68)
E+m

Ini adalah konstanta normalisasi untuk keadaarikgariCobalah gunakan untuk spinor
yang lain, serta turunkan konstanta normalisasikukéadaan anti-partikel?

Dengan menggunakan konstanta normalisasi (4.68rkakmpat keadaan spin dapat

dinyatakan sebagai berikut

1 0
1
UIE, p)=VE+m| P | uPE p)=VE+m| PP |
E+m E+m
px+ipy _pz
E+m | E+m |
(p,-ip,) | [ p, ]
(E+m) (E+m)
M(E. B) =/ — P, @(E B) = P *ip,
vP(E,p)=VvE+m (E+r) |’ V@ (E,p)=vE+m (E+m)
0 1

Sifat-sifat normalisasi dari persamaan spinor as adalah

a”(p)u®(p) =2mo™ , (4.69a)
a®(pv(p) =v(p)u(p)=0, (4.69b)
v (pv®(p) =-2md™ . (4.69¢)

Disinir,s=1, 2.

4.2.2 Operator spin

Kita ingin mengetahui fungsi keadaan spinor yarghteliberikan di atas. Matriks spin
untuk partikel-partikel Dirac didefinisikan sebagarikut

. 1[a 0
=17 "1, (4.70)
210 0

Dengan masing-masing komponennya adalah
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_1lo, O S—l o, O S_10’Z 0 4.71)
SX_zoax’ 7210 o, T*T2l0 o] '

Andaikan kita ingin menguku, , S, dan S, pada sebuah partikel dalam keadaan

a
) 4.72
M @.72)

Misalkanspin up dalam arah-z adalah

(state) :

a a
g, = : spinupdalamarah - z. (4.73)
K
danspin down dalam arah-z adalah
a a :
J{ } = { } spindowndalamarah-z. (4.74)
B B
Pertama kita dapat membentuk sebuah persamaaeigia
a{a} :A{a} . (4.75)
B B

Maka nilai eigend dapat diselesaikan sebagai berikut

(Ll’ —Ol}{é mm e (4.76)

Dan persamaan yang harus diselesaikan adalah
(1-A)a=0, (1+2)B=0,

yang memberikan solusi nilai eigeh=+1. Untuk A =1 maka diperoleh

3 - (M) eeen o

Dengan mengambir =1 dan £ =0 maka keadaan eigenya diberikan oleh

\T>Em=m, spinup. (78)

Keadaan eigen (4.78) adalah keadaan dari sebuéikepatenganspin up. Kemudian

dengan mengambil = -1 maka diperoleh

E’ —O}m:_m V}:_m Sa=-a, B=f. (479

-B B

maka keadaan eigenya diberikan oleh
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‘i>5{lﬂ ={ﬂ spindown. (4.80)

Keadaan eigen (4.80) adalah keadaan dari sebuakepdenganspin down dimana kita
telah memiliha =0, S=1.

Contoh 4.5.

Buktikan bahwa medan spinor Dirac adalah keadasdik@laspin up dan spin down!.

Jawab:
Untuk memahami keadaapin-up atauspin-down dari spinor-spinor Diraa®, u®, v®

danv'? | kita tinjau salah satu darinya, yang lain silankaoba.

u® =N E%m . (4.81)

p, +ip,
L E+m |

Misalkan p sejajar dengan sumbu-z dag= p, =0, maka diperoleh

JE+m

0
u® = : (4.82)

E -

3

3

o

Selanjutnya operasikan operator spin (4.71) teghagaor eigen di atas maka diperoleh

1 0 0 O _\/E+m_ _\/E+m_
0 -1 0 O 0 0
szu“):1 -1 - Lo (4.83)
0O 0 0 -1 0 0
Persamaan di atas membentuk persamaan nilai eigen
su® = +%u(l) : (spin-up) , (4.84a)
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dengan nilai eigen adalatl/2 yang terkait dengan keadaan (spinor) eig€nspin-up.

Dengan cara yang sama dapat ditunjukan bahwa

Su® = —%u“’ . (spin-down) (4.84b)
3) = 1 3) :

Su* = +§u . (spin-up) (4.84c)

Su® = —%u(‘” . (spin-down) (4.84d)

4.2.3 Kovarian Bilinier

Pada pasal ini kita akan mempelajari dan mengitasikan bilinier dari kombinasi
spinor 4-komponery dan{ . Yang dimaksud bilinier disini yaitu obyek yanglak
membawa indeks spinor dan hanya meliputi dua buedamspinor. Tujuan mempelajari
bentuk bilinier adalah untuk mendefinisikan suatungsi Lagrange, yang akan kita
pelajari pada pasal berikutnya.

Sifat-sifat dari spinor Dirac tidak bertransformasperti 4-vektor meskipun
memiliki 4 buah komponen. Matrikg” juga bukan 4-vektor karena tidak berubah ketika
ditransformasikan dari kerangka S dan S'. Sehindgpat dipahami bahwa bentuk
bilinier terkait dengan sebuah matriks. Transfointsi kerangka S kerangka S’ yang

bergerak dengan kecepatarsearah sumbu-x diberikan oleh

Y - Y=y, (4.85)
disini Sadalah sebuah matriks 4 x 4,
a a_o.
S:a++a_y°y1:[ o 1] (86)
aog, a,

dimana

a, =\3(y+1), a =-J3(y-1), (4.87)

Andaikan kita ingin membangun sebuah kuantitasaskdéngan menggunakan sebuah

spinory . Pertama kita dapat membuat kombinadp , apakah ini adalah sebuah skalar?

Jika skalar maka tidak akan berubah terhadap temssi (4.85). Kombinasy 'y

memberikan hasil
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2
¥,

Yw=\y, v, ¥, ¢, v =l A+l A (4.88)
¥,
Masing-masing spinor bertrasformasi sebagai berikut
Y - Y= (4.89a)
vt~ (p) =(p) =¢is. (4.89b)
Sehingga persamaan (4.88) menjadi
(w'y) - w'w=y'S'sy . (4.90)

Jika @'y adalah skalar, haruslaB'S=1. Dapat dibuktikan dengan menggunakan
persamaan (4.86), bahv@iS#1,

1 -0,

S's=s*=y po £1, L=vlc (4.91)
-po, 1

Kemudian kita ingin mencoba untuk membuat kombimagi=¢'y% , dengan cara

yang sama harus pula ditransformasikan sesuai dekagdah transformasi (4.85),

(o) ~ (w) =) vy . (4.92)
Dengan menggunakan persamaan (4.89b) maka trarmsfiodnmatas menjadi
(@y) - (op)=y¢'SV'sy . (93)

Dalam kasus ini haruslah dibuktike®'y°S=y°. Lihat contoh dibawah ini bahwa

hubungan ini dipenuhi, sehinggay adalah sebuah skalar.

Contoh4.6
Bukutikan bahwaS'y°S = y° sehinggay adalah skalar.

Jawab:

Dari persamaan (4.86) dapat diperoleh

of = a, (ag)*|_| & do
(ag)* & ao, a,

Dengat mengingat bahwa, terdiri dari bilangan biasa makg = a,,
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Sehingga

s*y°s=[

Sehingga
(ww) - (ow)=¢'vVw=py  (skalan)
Jadi kuantitas
g =u'yy =l . -lwd" -l (4.94)

adalah invarian relativistik.

Ada 16 hasil kali dengan bentuxl{(,l/j karenai danj berjalan dari 1 sampai 4.

Ragam kombinasi linier untuk membangun kuantiteankitas dengan perilaku

transformasi yang berbeda dapat dirangkum sebag&ulx

(i) @y = skalar (1 komponen)
(i) @y’ = pseudoskalar (1 komponen)
(i) gy*y = vektor (4 komponen) (4.95)
(iv) @y* v = pseudovektor (4 komponen)
(iv) o'y =tensor antisimetrik (6 komponen)
dimana
v =iyyyiy= E) (ﬂ o= (VY -yv). (4.96)
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Pseudoskalar dan pseudovektor dibedakan dengaar sttah vektor oleh perlakuan

terhadap transformasi paritas
P=(xV,2) - (-x,-y,~2). (4.97)
Pseudoskalar berubah tanda sedangkan skalar edakah tanda.
Kita melihat ada 16 buah matriks yang dapat dibargdari matriks gamma 4 x 4

membentuk himpunan matriks {};, y*, y*y°, 0**}. ada 1 buah matriks satuan, 1

buah matriksy®, 4 buah matrikg”, 4 buah matrikg”y® dan 6 buah matriks*" .

4.3 Medan Vektor: Partikel spin-1

Berikut ini akan dipelajari partikel spin-1. Fotadak memiliki massa digambarkan oleh
persamaan Maxwell dan partikel bermassa denganisféebagai contoh bosaN™)
digambarkan melalui persamaan Proca.

Dalam elektrodinamika klasik medan listrtk dan medan magnd diberikan

oleh 4 set persamaan yaitu persamaan Maxwell:

(i) OE=4mp (Hukum Gauss) , (4.98a)
(i) OxE +%%—? =0, (Hukum Faraday) , (4.98b)
(i) OB=0, (4.98c)

(iv) OxB —%% = %TT (Hukum Ampere) . (4.98d)

Penjelasan persamaan di atas sebagai berikut:npeaisa(i) adalah hukum Gauss yaitu

muatan total di dalam sebuah permukaan tertutup atdagiperoleh dengan

mengintegrasikan komponen norntalpada permukaan tersebut. Persamaan (ii) adalah
hukum Faraday yaitu perubahan medan magnet akarghagikan medan listrik
Persamaan (iii) menjelaskan tentang tidak adanyatanumagnetik dan persamaan (iv)
adalah hukum Ampere yaitu perubahan medan listrdnghasilkan medan magnet.
Persamaan (ii) dan (iii) dinamakan persamaan homsgdangkan persamaan (i) dan (iv)

dinamakan sebagai persamaan tak-homogen, mengasdkugumber.
Dalam notasi relativistik, medan listri& dan medan magnd& secara bersama-
sama membentuk sebuah medan tensor kontravarifir? rantisimetrik (medan tensor

elektromagnetik),

® J. Griffiths, D.,Introduction to Elementary Particle, Bab IV pasal 4.6.

106



0 -E -E, -E,
poz|m O 7B B (4.99a)
E, B, 0 -B|’

E; -B, B 0
FA=-F"% | (antisimetrik) . (4.99b)
Medan tensor elektromagnetik kovarian antisimeti@doat diperoleh dari tensor medan
kontravarian dengan mengerjakan kontraksi indeles(munkan indeks):
- af

Fo,=9,09,:F" . (4.100)
Representasi matriks untuk medan tensor -elektroetkgnkovarian antisimetrik
kemudian diperoleh:

O E E E,

“E, 0 -B, B
F o= 5 RS (4.101)
“~|-E, B, 0 -B

-E, -B, B, 0
Sedangkan rapat muatan dan rapat arug adalah 4-vektor:
i“=(i%7)=(co.7) . (4.102)
Persamaan Maxwell tak-homogen kemudian dapat dikgatsebagai berikut

, _4m .,
a,F” —Tj . (persamaan Maxwell tak-homogen) (103)

Persamaan ini menghubungkan tensor antisimetrikve&tor sebagaimana ditunjukan
oleh indeksnya. Bentuk eksplisit persamaan (4.1@8jtunya akan diperoleh kembali
persamaan Maxwell tak-homogen:

(a) dengan mengamhbi =0,

OF“ _OoF® oF™ oF* oF*
+ + + =

_ 04 9 , OF,  OF

Z

ox*  ox’  oxt  ax*  ox® ox dy 0z
==,
c

yang memberikan kembali persamaan (i) dengan mebitgth=cp.
(b) dengan mengambil =1,
OF“* _9F% oF'" oF* oF*_ 10E 0B, 0B,
= + + + - X+0+—2-

ox*  ox® axt  ox* ox® ¢ ot dy oz
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atau

aBZ—aBy—laEX:4_7Tj
dy 0z co ¢ ”

(c) dengan mengambil = 2,

oF#* _9F% OoF" oF* 9F*_ 10E, 0B 0B
= + + + =-= -—Z4+0-—=
ox* X’ oxt  ox®*  ox® c ot ox 0z
4t .
:—JZ’
Cc

atau
_0B, 0B, 10E, 47,
ox 9z cot c
(d) dengan mengambil =3,

OF*® _OF® 9F™ 9F® oF*®_ 10E, 0B, 0B
= + + + ="z -—X+0

ox* X’ axt  ax®  ax® cot o0x oy

:4_771'3
C )

atau

0B, 0B, _10E, _4m.

X —

ox dy c ot c

z

Dari hasil (b) , (c) dan (d), ketiga persamaardapat dinyatakan dalam bentuk 3-vektor.

Hasilnya adalah

- 10E _ 4 - Sl a3
OxB-=—==-7, (i*=iui®=i,i°= 1)

yang ekuivalen dengan persamaan (iv)

Dari sifat antisimetrikF* = —F"* maka rapat aru$” menjadi bebas divergensi
d,j"=0. (4.104)
Persamaan Maxwell homogen adalah ekuivaken dengajapan bahwaB dapat

dinyatakan sebagai rotasi dari sebuah potensiabxek :

B=0OxA . (4.105)
Sehingga persamaan Maxwell (i) menjadi
ix(éﬁa_Aj:o. (4.106)
c at
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Dengan memperkenal potensial 4-vektor
N =(pA) (4.107)

dengan

B=[IxA, E——iq)—ia—A , (4.108)
c ot

persamaan Maxwell homogen masih dipenuhi. Sehinigdmm notasi relativistik dapat
dinyatakan sebagai berikut
FA =-F" =0"A" -0"A" . (4.109)
Dalam elektrodinamika klasik, medan-medan mekapalemen-elemen fisisnya.
Mengenalkan sebuah potensial 4-vektor (4.109) Hahykonstruksi matematis yang
dapat mempertahankan persamaan Maxwell homogemédagubah bentuk persamaan

tak-homogen menjadi formulasi relativistik. Secanatematis ini dapat dibenarkan,
namun apa makna fisis dari kuantitas-kuantigasian A belumlah jelas meskipun
persamaan (4.109) menentukan secara khusus medtidk dian medan magnet dalam

ungkapang dan A. Ini berarti bahwap dan A dapat dipilih sembarang yang akibatnya
@ dan A menjadi tidak unik. Andaikan ada sebuah potensa@bu yang juga tidak

mengubah ungkapan medan listBkdan medan magnBt,

of (x)

Ax) - @) =gx)+—— (4.110a)

A(X) - A'(x):A(x)—if (x) . (4.110b)
Disini f(x) adalah sebuah fungsi sembarang yang kemudian dkaamfungsi gauge.

Maka dengan mensubstitusikan ke persamaan (4.1@&pteh

E . E'=-Og- 6£ ((0() af(x)j g(A(x)—if(x))

_ of (x) 0 - 0 /=
= -Tg(x)- D( j —A(x)+E(Df(X))

ot
G- (am;t(x)j 9 Ao+ {am;t(x)j

= —ﬁqo(x)—%,&(x)

B~ B'=0xA=0x(A-0f (x)
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= 0x A(x)— O (0f (%))
=0x A(X)

Bandingkan hasil transformasi persamaan di atagaterpersamaan (4.108),
dapat dilihat bahwa ungkapan medan listtk dan medan magneéB masih
dipertahankan oleh transformasi (4.110). Persamemrsformasi (4.110) dinamakan
transformasi gauge. Karena itu persamaan Maxwaelhvarian terhadap transformasi

gauge. Hukum-hukum fisika yang tidak berubah tesbaniansformasi gauge dikatakan
invarian gauge. Bentuk kovarian dari transformasi gauge adalah

A, - A=A+, T, (4.111)

Dengan mensubstitusikan persamaan (4.111) ke pasasarf®.103), diperoleh
ungkapan untuk potensial 4-vektdf' sebagai berikut
03, N — 0 (aﬂA”)=4Tﬂ i (4.112)
Dengan mengubah-ubah ungkapan potensial dapaatditi@hwa perubahan potensial
tidak mempengaruhi medan-medannya, maka dari passarf.111) dapat dipaksakan
sebuah derajat kebebasan dengan merhilértentu sedemikian sehingga transformasi
AY memenuhi syarajauge Lorentz,

o A =19? Ao (4.113)
“ c ot

Sehingga persamaan (4.112) menjadi

oam =T, (114)

Persamaan ini kemudian memberikan dua buah persaget@mbang

10°%_

1 162A_D2~_4777
2 2
c” ot

— A=—1, 4.115
c? ot? Cc J ( )

D°p=4m,

Solusi dari persamaan ini memberikan potensial dné+Wiechert. Dalam vakum,

persamaan (4.114) memberikan sebuah tafsitadalam ungkapan fungsi gelombang
untuk partikel tak bermassa (foton)

9“0, A =0, (4.116)
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Dalam hal ini, persamaan (4.115) serupa denganap@aE KG untuk partikel tak

bermassa. Serupa dengan kasus persamaan Diragi, mosamaan (4.116) adalah solusi
untuk gelombang bidang dengan momentpm (E, p)

Ada sebuah generalisasi dari persamaan Maxwell yaepgberikan sebuah

persamaan untuk partikel spin-1 bermdssa,
a,F* + m A’ =0. (4.117)
Persamaan ini dinamakan dengan persanpaaca. Dengan mengambil divergensinya
maka diperoleh
mfa, A’ =0. (118)
Karenam# 0 makad, A’ =0, yaitu sebuah gauge Lorentz. Sebagaiman telalasjen

sebelumnya,F*Y adalah invarian gauge. Tetapi melalui persamaahl{4, bahwa
partikel spin-1 bermassa tidak invarian gauge. Rangiensubstitusikan persamaan
(4.118) ke persamaan (4.117) maka persamaan gehgnuioduk partikel spin-1 bermassa
adalah

(D +m2)A" =0. (4.119)
dimanall = 0“0 ,,. Solusi dari persamaan di atas adalah

A (x)=¢,(p)e™™. (4.120)
Syarat gauge Lorentz mengakibatk@ﬁgﬂ(p):o. Dalam kerangka diam ada tiga
kemungkinan solusi bebas, misalny@é,) dimana vektog, membentuk basis untuk

representasi spin-1. Oleh karena itu medan veRtomenggambarkan partikel spin-1.

Contoh 4.7.

Carilah komponen tensor medan kovarkan dari tensor medan kontravarian.

Jawab:

Dengan mengingat tensor metigk, adalah diagonal maka

F, = g]agzp':aﬁ =0,0 24:12 =-B,

Komponen-komponen yang lain dapat dicari dengangikati langkah ini.

® Ryder, L.H.,Quantum Field Theory, Bab Il hal. 67.
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4.4 Lagrangian medan spin-0, spin-1/2 dan spin-1
4.4.1 Persamaan Euler-Lagrange

Dengan memilih rapat Lagrangian secara tepat, per@a-persamaan gerak untuk medan
skalar (spin-0), medan Dirac (spin-1/2) dan medskior (spin-1) yang telah kita pelajari
sebelumnya dapat pula diturunkan melalui persar&aken-Lagrange.

Dasar kajian mekanika klasik (non-relativistikjabch hukum Il atau persamaan

dinamika Newton:

2
F= m‘:'jTZ, (4.121)

yang mengaitkan gay& yang bekerja pada sebuah benda bermassdengan
percepatard = d?r/dt?> yang dialami benda, dimarmaadalah vektor kedudukan benda
pada saat. Untuk gaya konservatif, terdapat sebuah besamagsiiskalatV(r, t), yang
disebut energi potensial, dimana gdyadiberikan oleh:F =-0V , denganC] adalah

operator gradien, yang dalam sistem koordinat Isexte= Xi + 3& + X , adalah:

O=i—+]—+k —. (4.122)

m—— =-[0V, (4.123)

Secara matematika, (4.123) adalah suatu persadif@aensial biasa orde-2 yang
memiliki solusitunggal: r = 1 (t), apabila nilai kedudukarn dan kecepatadr /dt , pada

saat awat = t; diberikan, yakni:

d
rt)=r, dan —=V. 4.124
(t) pm ( )

=l
|

Persamaan (4.124) adalah syarat awal untuk mematgigrsamaan dinamika (4.123).

Jadi, bila syarat awal (4.124) diberikan, maka kietlan benda pada sagtt'>t;
tertentu, yakni'=r1(t"), tertentukan secara pasti! Artinya, dalam menenprrifalanan
dari kedudukan awal\(r;,t.) menuju kedudukam(r',t"), benda melewati suatu “lintasan
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istimewaC,”, yang diberikan oleh solusi tunggal persamaat23d), yakni:r = r (t),

untuk sembarang waktti Kenyataan ini menunjukkan bahwa gerak partikdarda
pandangan mekanika klasik adalah bersiér ministik atau teramalkan.

tf

.."'C)\

t Al

:Qi Of

Gambar 4.2 Kemungkinan lintasariC, dimana

C, adalah lintasan istimewa yang ditempuh

benda

Alasan benda memilih suatu lintasan istime®ya dan bukan yang lainnya, dapat

dikaji dari syaraiekstrim sebuah “fungsi yang bergantung pada lintaS8apenghubung
titik A danB dalam ruang-waktu:

S=50). (4.125)

Dalam Gambar 4.2, diilustrasikan kemungkinan liateS antaraA danB, untuk kasus

gerak 1-dimensi, dengan = (g), dalam diagram ruang-waktu. Yakni, jikg, adalah

sebuah lintasan yang berbeda secara infinitesiaraldj , maka
S(Cx)=S(C,)+3d5=5(C),),
atau
$5=0. (4.126)

Ini adalah syarat ekstrim atatasioner untuk fungsi aksiS(C). Fungsi lintasars ini

didefinisikan sebagai berikut:
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t
S(C) = j L(F,F,t)dt, (4.127)
§
denganr = dr/dt , adalah kecepatan, dan
o (drY
L(r,r,t)=5m o -V (r,t), (4.128)

dikenal sebagafungs Lagrange. Fungsi lintasan pada persanaan (4.127) dinamakan
fungs aks (action). Dengan menggunakan kalkulus variasi, maka demias stasioner

(4.126) diturunkan persamagnler-Lagrange:

dpo | o _, (4.129)
dt\ddy ) dag

dimanagq,,danq,, (@ = 1, 2, 3), berturut-turut adalah komponen velkedudukanr

dan kecepatam . Koordinatgq, lazim disebut sebagaioordinat umum (generalized
coordinates). Untuk kasus dinamika sistem dendddbuah benda titik, maka indeks €

1, 2, 3,---, 3N). Ruang berdimensiNBini disebut ruangionfigurasi sistem.

Dalam teori medan Lagrangian adalah fungsi dardaney, serta derivatif

terhadapk, y, z dant. Ruas kiri persamaan (4.129) hanya meliputi défiveaktu maka
jika waktu dan ruang diperlakukan sama (menuruti teativistik), persamaan Euler-

Lagrange menjadi

oL oL
9 = (4.130)
”{a(aﬂ%)J 0g,

4.4.2 Medan skalar (spin 0)
Untuk menurunkan persamaan gerak dari sebuah med#alar riil q)(x) rapat

Lagrangian-nya diberikan oleh
L :%aﬂ@"w—%mzqaz. (4.131)

Maka persamaan geraknya dapat diperoleh dengan gmeakan persamaan Euler-
Lagrange (4.129),
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(GLJ =04g = (D + mz)w(x) =0 (4.132)
(0.9)
Sedangkan untuk medan skalar kompleks, rapat Lggramya adalah

L =0,9* 0“p-mgF @, (4.133)
selanjutnya dapat dipandang sebagai jumlah daat taggrangian untuk dua buah medan
skalarg dan g, dengang= (gq+i@)/\/§. Maka kita memperoleh dua buah persamaan
gerak

([ +m?)p(x) =0, (4.1343a)

(J+m)e*(x)=0 , (134b)

4.4.3 Medan Dirac (spin-1/2)
Tinjau sekarang sebuah medan spigior Lagrangian yang tepat untuk menurunkan

persamaan Dirac adalah

L=g(iy*a,-m)y. (4.135)
Variasi terhadagy/ menghasilkan
oL oL .
— | =0, —=iyo - . 4.136
Sehinga diperoleh persamaan gerak
(iy*0,-m)w =0, (4.137)

yang menggambarkan sebuah partikel spin-1/2 demgassam. Sedangkan variasi

terhadapy menghasilkan

oL , oL
= = , == _ 138
(a(aﬂw)J w s~ ™ (139)
Sehingga diperoleh
i0 gy +mp =0. (139)
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4.4.4 Medan vektor (spin-1)

Tinjau sebuah Lagrangian dari sebuah medan vektor

--Le,Fe s Tt a0, mf
14 2 2 (4.140)
=§A"[(62 + mz)gw —(1—/1)aﬂav]A”
Dapat diperoleh
oL = —9“ A +3Y AY - Ag™ (apAp) (4.141)
2(0,A)
Yang menghasilkan persamaan gerak
(£ +m?)A, -(1-2)a,(0,A")=0. (4.142)

Ini dinamakan persamadioca yang telah dipelajari sebelumnya yaitu menggandrark
sebuah partikel spin-1 dengan mass#kibatnya

0,F" +m’A’=0,  dan 0,AN'=0 (4.143)

Contoh 4.8

Diberikan sebuah transformasi
g - Y=y
dimanad adalah suatu bilangan konstan. Buktikan bahwaapsgaan Dirac invarian

terhadap transformasi di atas.

Jawab.
Terhadap transformasi di atas maka persamaan [Rikao bertransformasi sebagai
berikut

L - L'=1ﬁ'(iy“6ﬂ—m)t//'

dimana

Maka
L - L'=eg(iya,-m)(ey)

=e’ @iy o, (e”’t//) - e“gzﬁm(égw)

116



=giy o, -y =@ (iy*a 4 - m)y
=L

Jadi terhadap transformasi di atas Lagrangian tiéakbah, invarian.

Rangkuman

+ Persamaan Klein-Gordon untuk partikel spin( + mz)w(x) =0

Solusi gelombang dari persamaan K(x) = Ne™'(*~"%)

* Persamaan Dirac dengaf sebagai medan spinor Dirac untuk partikel spin-1/2
(iy"aﬂ —m)w=0,
Solusi gelombang bergantung waktu dari persamaaacpartikel dalam keadaan
kuantum dengan energi
WAt) =@, (0)exp(-int) , (energi positif: partikel),

Ws(t) = s (0)exp(+imt) . (energi negatif: anti partikel).
Solusi gelombang bidang dari persamaan Dirac selbagikut:

W (x) = {N exp(—?p X)u®(p), par.ti kel |
Nexp(-ipx)v?(p),  anti partikel
dimanas =1, 2.
* Persamaan Proca untuk partikel spin 1 diberikan:
(D + m2) A =0.
dimanal] = 0“0,,. Solusi dari persamaan di atas adalah

A(X)=¢&,(p)e™”.
» Kovarian bilinier yaitu obyek yang tidak membawdeks spinor dan hanya meliputi

dua buah medan spinor. Transformasi dari kerangkar&ngka S’ yang bergerak

dengan kecepatawn searah sumbu-x diberikan oleh
Y - Y=,

disini Sadalah sebuah matriks 4 x 4,
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dimana

Ada 16 hasil kali dengan bentu;k*(,l/j karena danj berjalan dari 1 sampai 4. Ragam

kombinasi linier untuk membangun kuantitas-kuastdlangan perilaku transformasi

yang berbeda dapat dirangkum sebagai berikut:

(i) @y = skalar (1 komponen)
(i) @y’ = pseudoskalar (1 komponen)
(iii) @y*y = vektor (4 komponen)
(iv) @y* " = pseudovektor (4 komponen)

(iv) o™’y =tensor antisimetrik (6 komponen)
dimana

01
P L

L -rr).

Persamaan Euler-Lagrange relativistik dituliskan:

5oL |_aL
“lo(o,m)) on

Lagrangian dari sebuah medan medan skalapfi)

L =%aﬂ¢8”qo——;m2(02.

Lagrangian dari sebuah medan spijor
L=g(iy“a,-m)y.

Lagrangian dari sebuah medan vekeor,

1

1 p)
L=-=F, F" + Zm’A A" -
4" i’

2
:%Aﬂ[(a2 +m?)g,, -(1-1)0,0, | A

(0.4

Dengan mengetahui bentuk Lagrange dari suatu med&a akan didapat persamaan

gerak dari medan-medan tersebut

118



Soal-soal Latihan

1.

Tunjukan bahwa @/ 0x* adalah 4-vektor kovariang adalah sebuah fungsi

skalar dari x, y, z dan t)!

Tunjukan bahwa persamaan (4.23) memenuhi persafhZ4)!

3. Buktikan persamaan (4.69)!

7.
8.

9.

(a) Tunjukan bahwa syarat normalisasi yang dibarda&am contoh 4,

dinyatakan dalam spinor adjoint menjami = -w = 2m!

(b) Carilah konstanta normalisd$i dengan menggunakan persamaan-persamaan
(4.64) jika syarat normalisasi untuk spinor dibarilolehu’u =1!

Turunkankan persamaan (4.64) dan (4.65)!

Jikau® danu®® diberikan oleh persamaan (4.64) déh danv® diberikan oleh

persamaan (4.66). Buktikan bahwa

(@ X u%u®=(yp,+m)

s=1,2

(0) ¥ Vv =(y'p,~m)

s=1,2
Apakah persamaan-persamaan (4.95) invarian terh@etapmaan (4.85)!

Peroleh persamaan (4.101) dari persamaan (4.100)!

Apakah Lagrangian (4.131) invarian terhadap transési¢p - ¢ =€ ¢!

10.Dengan menggunakan persamaan Euler-Lagrange, amypgtsamaan (4.142)!
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