5 Grup, Simetri dan
Hukum Kekekalan

Setelah mempelajari bab 5, mahasiswa diharapkaat:dap
Mendefinisikan grup

Memahami operasi-operasi grup

Memahami sifat-sifat grup uniter U(N) dan SU(N)
Memahami diagram bobot quark dan anti quark
Memahami diagram bobot Meson

Memahami diagram bobot Baryon

Menurunkan fungsi keadaan Meson dan Baryon
Memahami konsep invarian, simetri dan kekekalan
Memahami simetri ruang-waktu

10 Memahami simetri internal

11. Memahami kekekalan muatan warna

©CoNoOOA~WNE

Perumusan Lagrange yang telah kita pelajari dalaim 4 memegang peranan
yang sangat penting dalam memahami interaksi danetsi Interaksi antar partikel
fundamental diatur oleh prinsip simetri. Melaluingip simetri kita dapat memperoleh
hukum-hukum kekekalan, seperti kekakalan energkakalan muatan, kekakalan
momentum, kekekalan warna dan lain-lain. Prinsipesii gauge (lokal) khususnya,
mengatur interaksi partikel, terkait dengan kuastiisis yang kekal dalam daerah lokal
dari ruang. Hubungan antara simetri dan hukum kalkekdijelaskan melalui teorema
Noether dengan perumusan Lagrange untuk teori nfedamtuk mempertahankan
simetri lokal Lagrangian suatu sistem, diperlukarats medan gauge dalam mana
interaksinya dengan medan materi dikendalikan sagaik.

Di dalam bab ini, kita akan mempelajari hal tetgeth atas yaitu simetri dan
hukum kekekalan. Namum sebelum kita membahas hakilebih dahulu akan kita
pelajari diskripsi matematis dari simetri melalaoti grup. Ada 4 grup yang berperan

penting dalam fisika partikel yaitu:

! Secara detil hubungan antara simetri dan hukuraken dijelaskan pada bab 3 Ref. 4.
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e Grup uniter N-dimensiN-dimensional unitary groyp U(N), adalah grup
dari transformasi-transformasi
@ - ¢g=Ulg, i,j=12,..N, u'u =1
e Grup uniter khusus N-dimensiN{dimensional special unitary grouyp
SU(N), adalah grup uniter N-dimensi U(N) dengan ralyaambahan,
detU = 1.
* Grup ortogonal N-dimensN-dimensional orthogonal groypO(N), adalah

N
grup dari transformasi-transformasi yang memb@le invarian dan
i=1

O'0=1.

e Grup ortogonal khusus N-dimensN-flimensional special orthogonal
group), SO(N) adalah grup ortogonal N-dimensi O(N) dengsyarat
tambahandetO = 1.

5.1. Grup
5.1.1. Definisi Grup

Himpunan dari elemen-elemeX B, C, ... dikatakan membentuk sebuah g@pgika
elemen-elemen dari grup memenuhi 4 kaidah berikut:

1. Identitas. Dari sekumpulan elemen-elemen tersebut ada sedleatenl yang
dinamakanelemenidentitas (atau elemensatuar), sedemikian sehingga untuk
setiap elemeA memenuhi

Aol =1oA=A. (5.1)

2. Tertutup (closurg. Di dalam sebuah grup, hasil kali grup dari dualbelemen

grup menghasilkan sebuah elemen grup yang jugapalan elemen dari grup.
A,B,CUOG

AcB=COG 6.2
3. Inverse. Untuk setiap elemef dari grup, ada sebuah elemen inverge A
sedemikian sehingga memenuhi hubungan berikut
Ao At=Ato A= 1. (5.3)
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4. Asosiatif. Jika ada tiga buah atau lebih elemen-elemenmempenuhi sebuah
perkalian grup maka perkalian grupnya memenuhi hgan berikut
Ao (BoC)=(A B o C (5.4)
Tanda “” adalahperkalian grup secara umum bukan perkalian biasa.

Sebuah grup adalawrup berhingga(finite group, grup takberhingga(infinite
group) dangrup kontinu(continuous groupjika kumpulan dari elemen-elemen grupnya
berturut-turutberhingga tak berhinggadan kontinu Orde dari grup ditentukan oleh
jumlah elemen dari grup.

Contoh 5.1
Tunjau sebuah himpunaf-1,0,3 . Terhadap penjumlahan biasa, buktikan bahwa

himpunan tersebut memenuhi kaidah grup.

Jawab:

- Identitas Elemen identitasnya adalah 0, karena
0+1=1, 0+(-1)=(-1), 0+0=0
- Tertutup Penjumlahan dari elemen-elemen grup adalah elesr@grup, yaitu
(-)+0=-1, -13{-10}
(-1)+1=0, 0O{-10}
0+1=0, 10{-10}4
- Inverse Setiap elemen grup memiliki inverse yaitu

Inversedari 1 adalah — 1510{-1,0,},
Inversedari 0 adalah — 0 = 090{-1,0,},
Inversedari — 1 adalah 110{-1,0,},

- Asosiatif Penjumlahan adalah asosiatif,

(1+0)+(-)=1+(0+(-3)= C
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Grup ini adalah grup orde-3.

5.1.2. Representasi matriks dari grup

(A) Perkalian langsung Direct product)
Jika S adalah sebuah representasi yang memilikeraBin®2 (matriks 2 x 2), dan T adalah

juga sebuah representasi yang memitlknensi2 (matriks 2 x 2), dimensi S dan T
keduanya tidak harus sama,
S{al L

% w3 ¥
S L B

makaperkalian langsunglari keduanya menghasilkan matriks baru P yaitu

(5.5)

L

[sﬂ ﬂ{ ﬂ _
S21 %2 -El 1;2

Tll
!

21

T
SZ |: 11
' T21
Sy
S.lTZI
S21111

:||:12i| Sz |: Ill

22 21
112:| $2|: Tll
22

Sy
SHLY
SR

T,
sz
T,
T j
% 1
$ I

=Pus

5.6
3 1 9

L S21-|-21 %1 -EZ %2 I

Perkalian langsungnya dinyatakan secara simbohkaie
P=SOT. (5.7)

(B) Jumlah langsung Direct sum)

Jika S adalah sebuah representasi yang memilikeraBi®2 (matriks 2 x 2), dan T adalah

juga sebuah representasi yang memiliki dimensi &riks 2 x 2), maka jumlah langsung

dari keduanya adalah

+ Tll T12 + Tll T12

[sl SZH T L}_ % {Tn sz % {Tﬂ sz
SZl $2 -El -E2 B Tll T12 Tll T12
SZl * |:T21 T22:| %2 " |:T21 T22:|
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SAl + -El §l+ -I1-2 §2+ Tl §2+
- S.l + T21 §1+ -52 $2+ -El %-'_
SZl + 111 §1+ -[2 §2+ Tl §2+
SZl + T21 %14_ -EZ §2+ -El §2+
Jumlah langsung dari dua grup dinyatakan dengalnasim
P=SOT. (5.9)

Karena itu, sebuah representasi dapat diperolelygatermenambahhkan dua buah

Poa- (5.8)

s o

representasi secara langsung. Dengan cara laiaJkamsP adalah sebuah representasi
yang memiliki dimensi s + t. Asumsikan bahwa unsétiap x(OG, matriks P(x)

memiliki bentuk

(x0 G). (5.10)

P= "0 )

0 B(x
Jelaslah disiniA adalah matriks s x 8 adalah matriks t x t da® adalah matriks s x

t.dan t x s. Definisikan matriks S dan T sebagakbé
S(¥=A%, Ty=H8% 0K C (5.11)

Dengan menggunakan sifat-sifat grifx, y) = P( ¥ H Y, maka

by AW 0 TAR 0T Ay o
7| 0 By | 0 BX| 0 BY
(5.12)
_[AAY 0
0 B(XB(Y

KarenaS(x y)=§ ¥ § JdanT(x y)=T(X T( Y maka S dan T adalah dua buah

representasi. Suatu representasi matriks P dikated@esentasi teredukgreducible

representatiopjika representasi tersebut ekuivalen dengan kenatriks

Al¥sis - Oy } (x0 G). (5.13)
E(X)txs B( )Otxt

Dan dikatakanrepresentasi teredukspenuh (fully reducible representatign jika

SXs

P(X) =[

E(X)=0. Jika representasinya tidak memenuhi kedua hahta$ maka dikatakan

representasi tak tereduk@ireducible representation
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5.2. Grup Uniter U(N)
Tinjau sebuah vektoy (i = 1, 2, ...,N) dalam ruang vektoN-dimensi. Sebuah
transformasi sembarang dalam ruang vektor ini tkheroleh

@ - @=Ag, i,j=12,.. N, (5.14)
dimana A’ adalah matriksN x N. Maka grup uniter unitary group U(N) dalam N-

dimensi adalah grup yang memenuhi transformasstoamasi persamaan (5.14) dengan
Syarat uniternya adalah

A*kAk:(AT)ik A=d, atau A'A=1 (5.15)
Sedangkan grup uniter khususpécial unitary group N-dimensi, SU(N), adalah grup
uniter U(N) dengan determinan dari matriks sama dengan satu,
detA=1. (5.16)

Berikut ini akan dipelajari sifat-sifat generatoardgrup uniter di atas. Transformasi

infinitesimal dari vektorg dinyatakan oleh

d :[5'1 +£ij}q , (5.17)
dimana ¢ adalah parameter infinitesimal. Dengan meneragersamaan (5.15) dan

persamaan (5.16) parameter infinitesighahemenuhi hubungan berikut

g'=-¢, & =0, (5.18)

Dengan demikian transformasi uniter dari grup U@®8ng berhubungan dengan

persamaan (5.15) diberikan oleh

U(a)=1-¢' G + O(¢?). (5.19)
DisiniGij dinamakan generator dari grup uniter U(N). Sedangld(a) adalah matriks

uniter N x N dengan elemen-elemen kompleks dan membentuksesgesi dari grup
uniter U(N). Karena setiap kuantitas kompleks meadgag dua kuantitas riil maka untuk
grup uniter U(N) ada Nparameter riil sembarang sehingga adagdherator dari grup
U(N). Maka untuk U(1), jumlah generatornya adalatu$uah generator grupnya, N = 1.
Untuk grup uniter khusus SU(N) yang dibatasi agarat determinan sama dengan satu,
maka ada (K- 1) generator grupnya. Matrik§a) kemudian memenuhi sifat-sifat grup
sebagai berikut
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U(a) U(b) = U(0), (5.20a)

U(a)=U(a) U®), U@D=1, (5.20b)
U™(a) U(b) U(a) = U(a'ba, (5.20c)
U'(a) U(a) =1. (20d)

Dengan menggunakan syarat persamaan (5.20d), petisamaan (5.19) dan dengan
menerapkan syarat pameter infinitesimal persam8&8), generator dari grup uniter

U(N) menghasilkan hubungan
i\t '
(6)) =g (5.21)
Selanjutnya, hubungan komutasi dari generator gniter ini dapat diperoleh dengan

menggunakan sifat-sifat grup persamaan (5.20d) yait
[6.G]=q6-4G. (5.22)
Transformasi uniter untuk persamaan (5.17) adalah
d=U"(aqU(a) = (1+ el )¢{< (1— & G )
=q+¢[Ga-aG |
=@ +¢& [G'] N7 J ) (5.22)
Disamping itu dapat pula dituliskan transformaari dsebuah vektorg yang

menghasilkan representdsidari grup uniter U(N) untuk representasi fundarakeut
dengan cara sebagai berikut
. Y
@ - @=UL§4=(6‘k+£{(M'j)k)¢f. (5.23)
Disini M} adalah sebuah matriks dari reprpresentasi fundamésrsebut, tentunya
memenubhi sifat uniter
T )
(M) =m/. (5.24)
Bandingkan persamaan (5.24) dengan persamaan (bakd) diperoleh
Y .
(M}) =49, (5.25)

Sehingga hubungan komutasi pada suku kedua ruas @nsamaan (5.23) menjadi
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[ i\ s — 5
[Gl.a]=(M)) #=dd¢9=dg. (5.26)
Sekarang kita pelajari representasi bagian konjdga medan vektoy yang

memiliki representasN dari grup uniter U(N). Untuk itu definisikan telabdahulu

konjugat dari medan vektap:

g=q. (5.27)
Dengan transformasi infinitesimalnya adalah seblhgakut
¢ - P=d'=(a-8)d
=(0-4)¢
(5.28)
Sehingga hubungan komutasi dengan generator gitgy orenjadi

[G.¢ |=-0"¢. (5.29)
Selanjutnya tinjau sebuah tensor campuran rark‘2,yang bertransformasi sebagai
perkalian dari dua buah vektgfg maka akan diperoleh

(G T |=dT -oT. (5.30)
Dapat dilihat bahwa tensor campuran rankk2, bertransformasi dengan cara yang

serupa seperti genera@.

5.2.1. Grup Uniter Khusus SU(N)

Sekarang kita batasi pada grup uniter khusus NesnSU(N). Grup uniter
khusus N-dimensi SU(N) adalah grup uniter N-dimé#@\l) dengan syarat determinan

dari matriks uniternya sama dengan satu, yaitu U Gtup ini memiliki (N — 1)

generator. Kita definisikan generator dari grugemN-dimensi,F', sebagai berikut
i_i_ Lo
Fl =G —Nagq : (5.31)

Sedemikian sehingga
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(F; )T =Fi . (5.32)

Hubungan komutasi untul%ii tetap sama seperti persamaan (5.22)

[F.R]=aF -dF . (5.33)
Sifat tracelees(penjumlahan pada komponen-komponen diagonalnye ssengan nol)
dari generator grup uniter khusus N-dimensi SU@)= 0, juga mensyaratkan bahwa

matriks M| juga harus tracelees
i\¢ _ i 1
(M}) =da —ﬁa;qk. (5.34)

Terhadap generatd, , vektor ¢ dan konjugatnya akan memenuhi hubungan komutasi

sebagai berikut

: . 1 .
[Fla]=do-<da. (5.35a)

i sk L
[F.¢ = 5;¢+No].¢¥. (5.35b)

5.2.1.a. Grup Uniter Khusus SU(3)

Untuk grup uniter khusus 3-dimensi (N = 3) makaeksli = 1, 2, 3 dan jumlah
generatornya adalalf 3- 1 = 8 buah generator. Kita dapat menyatakanpeglduah

generatorF! , dalam ungkapan operator-operator hermitign(A = 1, 2 ...8) yang

didefinisikan sebagai berikut:

FZl:Fl_iFZ’ I:12=F1+":2’ %(Fll_FZZ)

F, F!=F-iF,

2

RE

Dari hubungan komutasi (5.33) dapat ditunjukan Ebperator hermitia, memenuhi

FP=F,+iF, F2=F,~iF, F3=F+F, F?3

F, (5.36)

hubungan komutasi dari sebuah grup Lie:
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[FA’ FB] = -CiBFC _ (5.37)
=ifgcFe
Disini konstanta strukturf,,. adalah riil dan antisimetrik. Selanjutnya operator
hermitian F, juga memenuhi identitas Jacobi,
[FulFeFe] ]+ [FelFe.F J]+[Fe[FAFd] =0 (5.38)
Transformasi infinitesimal yang dihasilkan oleh gextor F, adalah sebagai berikut
U=1-ig,F,. (5.39)

Disini &, adalah parameter riil infinitesimal. Transformasfinitesimal dari vektorg

dan¢ kemudian diberikan oleh

@ - 4=Ulq
=|:5ij +i_£A (/1A)Al}§0]- ' (5.40a)
2 1
b - Py

[a-iel o 400
Disini kita telah memperkenalkan sebuah matriksmitean A, yang memberikan
representasi grup SU(3) untuk representasi datbveg dang . Matriks hermitian,
dihubungkan dengan matriksl! sebagai berikut (analog dengan persamaan (5.36)

dengan mengambiF, =A,/2:

M :%(Al—i/lz), Mf:—;(/]ﬁi/]z), Mi-M2=4, M 13:—;(/1 i),
Mf=1()|4+i/15), M§=—1()I6—i)l7), M32=—1()I6+i)l7), M 33=——1/18 (5.41)
2 2 2 V3
Selanjutnya dengan mengamiiF 3 untuk SU(3) maka persamaan (5.34) menjadi
(W) =ge -2ad. 542

Dengan menggunakan hubungan ini maka dapat diperokgriks 3 x 3,4,, secara

eksplisit. Lihat contoh dibawah ini.
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Contoh 5.2

Carilah elemen-elemen matriks datj untuk SU(3).

Jawab:
Disini kita tidak akan menghitung seluruh matrikssebut. Misalnya kita hitung untuk

A, dan A, . Dengan menngunakan persamaan (5.42) maka diperole
(mi) = et -2 ot
Elemen-elemen matriks dail,” adalah
(M): :5;5;—%5;5;:%.
Dengan cara yang sama diperoleh
(i) =(mi)==3 () =)= (M) = (M) = (M) = (M) =0

Maka matriksM; adalah

2 0 O
3
1
M;)=|0 -= O
( 1) 3
0 O 1
L 3.
Elemen-elemen matriks daé ; adalah (Mzz)lk =50, —%dk

1 3 2

(M2)=(M2) =5 (2= 5 (M) =(m);=(m2),=(m2);=(m2);=0

Sehingga
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I
3
2
(M7)=| o 3 0
0o o -i
L 3]

290 ofll|-Y o o
3 . 3 , 1 0 0
A=(M])-(M2)=| 0 -5 0|-|0 5 0l=j0-1
0 00

o 0o -3 |o o-1

i 3] L 3

Untuk mencari elemen-elemen matriksdigunakan hubungan

1 . 1 :
MSZZE(AB_I/‘?)’ M:;:E(AG-H/‘?)

Dari kedua persamaan ini maka
A =i (M3)=(m3) ]
k
|

Dimana(Mj)lk =5°0% dan(Mg) = §°0% . Dengan menggunakan hubungan ini diperoleh

Dengan cara yang sama seperti contoh di atas nkakedgperoleh delapan buah matriks
Gell-MannA,,
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010 0 - 0 10 0 0 0 1
A=[1 0 o, Azz{i 0o o, A=[o-10, a=l0o0 0
000 000 0 0 0 100
0 0 - 000 00 0 10 0
A=0 0 0[,4=0 0 1[,4=0 0 -i|, =10 1 0] (5.43)
i 0 0 010 0i 0 *@oo—z_

Matriks-matriks Gell-Mann adalahacelessdan memenuhi sifat-sifat sebagai berikut

Ay A
[é\,?}:. fracdcs (5.44a)
o Tr(Ag) =29, (5.44b)
4
. {/IA,)IB}=2dABC/lC+§5AB. (5.44c)

Dalam persamaan di atas penjumlahan padalalah dari 1 sampai 8. Kuantitfg,
dinamakan konstanta struktur dari grup dan antisitng@ada pertukaran indeksnya.
Sedangkard,,. adalah riil dan simetrik. Dengan mendefinisikqr=+/2/3l , dengan

adalah matriks satuan 3 x 3, maka persamaan didapat ditulis kembali sebagai
berikut:

Ay A :
. [é\f}:. fiocdcs (5.45a)
o Tr(Ag) =20, (5.45b)
© {Aade} =2d A (5.45c)
dosc = %550 foec=0, dimana B,C=0,1, ...,8. (5.45d)
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Tabel 5.1. Nilai darf 5. dand ;.

ABC fasc ABC d,ec
123 1 118 1//3
147 172 14€ 172
15€ 172 157 172
246 1/2 228 1//3
257 172 247 172
347 172 25€ 172
367 -1/2 338 1//3
458 J3/2 344 1/2
678 J3/2 355 1/2

36€ 172
377 172
448 —1/( 2\/§)
558 -1/(2/3)
668 =Y, ( 2\/?3)
778 =Y, ( 2\/?3)
888 -1//3
do V2133,

Matriks A, A;, 4,, A; dan A; adalah matriks-matriks simetrik sedangkén A,

dan A, adalah matriks-matriks antisimetrik sehingga dagigatakan secara ringkas

sebagai berikut

AL =n,A,, (tidak ada penjumlahan),

(5.46)

dengany, =+1 untukA =0, 1, 3, 4, 6, 8 dan, =-1 untukA =2, 5, 7. Dari persamaan

(5.45d) dan (5.46) dapat diperoleh identitas:
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Nanel1cf aec= =T peo (5.473)
NaNefcd pgc = d pge- (5.47b)
Nilai-nilai dari f,;. dan d,,. diberikan oleh Tabel 5.1. Misalkan kita definisika

matriks-matriks hermitian baru sebagai berikut
1 1 1

T, E_(Ali Mz)' T34 V. :_(/]4i i/15)’
21 2 . 2 (5.48)
Ut :E(A(a iiA7), Y :ﬁAB

Maka dapat diturunkan hubungan komutasi generatgyr §U(3) seperti diberikan pada
Tabel 5.2.

Tabel 5.2. Hubungan komutasi generator grup SU(3)

[AB] | T, T T, u, u. A V. Y
T, o | 2r, | T, v, 0 0 U 0
T |-t | o | T 0 -V U, 0 0
T, T, | -T 0 -3U. | 3U 2Ve —3V- 0
U, | v, | 0 | iU, 0 |3Y-t| O [
u. 0 Vo[ —3Ul | SSY+L |0 T 0 u-
v, 0 u, | -1v, 0 T 0 YLV,
V. u. | o | iv T 0 |=3Y-t| 0 V.
v o | o | o u. | UV Mo 0

5.2.1.b. Grup Uniter Khusus SU(2)

Untuk grup uniter khusus 2-dimensi (N = 3) makaeksli = 1, 2 dan jumlah
generatornya adalah?2- 1 = 3 buah generator. Kita dapat menyatakan higah
generator, dalam ungkapan operator-operator hemm#, (A = 1, 2 ...8) yang

didefinisikan sebagai berikut:

Fi=F-iF, F2=F+F, Z(FI-F2)=F. (5.49)
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Hubungan komutasi dari ketiga generator sekardngyitan oleh
[FA’FB] =i Fe. (5.50)

Dengan cara yang sama seperti pasal sebelumnyardéhg 2, maka untuk SU(2) kita

memiliki persamaan
(m)) =g -Zae, (5.51)

dimana generator yang baru diberikan oleh

M;:%(Al_uz), Mf:%(/ilﬂ/iz), Mi-M2=4. (5.52)

Sehingga ketiga buah generator untuk SU(2) diplerdléhat contoh 5.2 untuk

memperolehnya)

01 0 -i 1 0
/]l:(l sza-l’ /]Zz(i szaz’ /]3:(0 _:JEJT (553)

Bila kita ingat kembali, bahwa matriks-matrikkeicelessdi atas adalah matriks-matriks
Pauli. Jadi matriks-matriks Pauli membentuk repress SU(2). Hubungan komutasinya

diberikan oleh

[ﬁﬁ}:,ﬁ A=1232 (5.54)
2 2 2

Ini berarti bahwa simetri SU(2) adalah simetri sbtdan besaran yang kekal adalah

besaran vektor sama seperti momentum squJz] =1iJ;, sehingga berhubungan

dengarisospin
Matriks uniter 2 x 2 dari representasi SU(2) méiitleterminan sama dengan

satu dan dapat dinyatakan dalam bentuk
M = exp(i /1—2“ HAJ . (5.55)

Disini 8, =(8,,6,,6,) adalah tiga buah parameter sembarang. SehinggaS§f(2) sama

seperti grup rotasi O(3), grup matriks ortogonabaa3 dimensi darg, adalah sudut

rotasi dalam ruangospin.
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Contoh 5.3
Carilah bentuk matriks umum dari grup SU(2)!

Jawab:

Untuk grup SU(2) maka kita memiliki matriks 2 x @ecara umum matriks ini dapat

-

U=

c d

dimanaa, b, c, d adalah elemen-elemen kompleks. Konjugat hermtiam matriks di

Ut = a* c*
b* d*

laf+|bf ac*+bd*
a*c+b d | d42+| d

dituliskan sebagai berikut

atas adalah

Sehingga
uu’ =[

Syarat unitetUU " =1 menghasilkan
af +|bf=|cf+|di=
dan syarat determinan menghasilkan
ad-bc=1
Selesaikan kedua persamaan di atas maka diperoleh
c=-0, d=a

Jadi bentuk umum dari matriks SU(2) adalah

|: , b:|
U=
_b* a*

5.2.2. Representasi Partikel dalam Flavor SU(3)
Sebagaimana kita telah menurunkan delapan geneetsor dari grup SU(3), ada
himpunan dari generator tersebut mengandung gemeaherator grup SU(2), yaitu
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operator-operator matriks Pauli, lihat persamaab3}5dan persamaan (5.43). Masing-
masing memiliki komponen nol pada baris dan koletiga. Dengan kata lain, didalam
sebuah representasi SU(3) terdapat isospin. Sélgirkomponen ketiga dari isospin
berhubungan dengan muatan listrik yang merupakaresentasi dari U(1). Sehingga
dalam bahasa matematis kita dapat menulisi@d(3) 0 SU2)x UL)O SU2)

Sehingga untuk kasus SU(3), generator dari subgtu2)x U(1) terkait dengarmsospin

danhyperchargedan dapat diidentifikasi sebagai berikut
1

Isospin : I,=F2, I_=F}, 1, :E(Fll—F 7). (5.56a)
HyperchargeY = E'+ F? =-F,. (5.56b)
Jika muatan listrik didefinisikan oleh
Q=F' dalam SU3), (5.57)
dan menghasilkan hubungan Gell-Mann-Nishijima
Q=g+%. (5.58)

HyperchargeY yang didefinisikan di atas dapat tersusun skrengeness 8an bilangan
baryonB,Y=B+ S
Misalkan q adalah sebuah vektor (operator medan) yang dajpgatdkan
sebagai
q :(ch,oe,oe):(ﬂ,a,_s) 3 (5.59)
Dimanag, dapat menciptakan sebuadguark,d-quark dars-quark dengan cara berikut
ul0)=u, djo)=d, §|0)=s. (5.60)
Kemudian operator medag memiliki representasi yang diberikan oleh simiul
(angka 3 yang ditebalkan) dari SU(3). Sedangkamnabpemedan
d=q=(d.d.d)=(ud$: 3, (5.61)
memiliki representasi yang diberikan oleh simiildari SU(3), yaitu representasi

konjugat dari3. Operator medam' mencitakan antiquark atau anihilasi quark. Dari

persamaan (5.35) diperoleh
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i i 1
[Fj,q]:ékqj—§81q, (5.62a)

i i 1 i
[Fl.d]=-8q +§6jqk . (5.62b)

Dalam notasi matriks, kita dapat menuliskan operaperator medam, dan g sebagai
matriks kolom dan matriks bafis

u
q=|d|: 3 (quark), g=[u d s]: 3 (antiquark), (5.63)
S

yang memenuhi hubungan komutasi
1 q_1_
[F 1Q]:_Eq/lA! [F 1Q]:§qAA- (5.64)

Pasal berikut ini kita akan mempelajari represent$(3) yang dapat digambarkan

dengan diagram bobowéight diagranm dalam ruangsospin-hypercharge

5.3. Diagram Bobot {Veight Diagram): Quark dan Anti-Quark

Kita sekarang membuat sebuah diagram masing-mé&sexdpan dari representasi triplet
SU(3). Pertama kita akan menggambar representadafuental tripleB. Diagram ini
dinamakan Diagram BoboWeight Diagranm). Dengan menggunakan persamaan (5.62)

maka diperoleh

[ i 1

[Fl.a]|0)=8.q0-3,4]0. (5.65)
Maka

1 1

[Fha]l0=8a/9-Za/d=8]d-7al0. (5.66)
sehingga

2 1 1

Flw=3d.  Rld=—Jd.  E[9=—J3 667

Dengan cara yang sama pula,

2 Disini kita akan menggunakan notasi indeks atasahdndeks baris dan indeks bawah adalah indeks
kolom.
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1 2 1
Rlu=-3u.  Flg=gd.  Fl9=-]%
F?u) =0, F?|d)=|u), R 9=0, (5.68)
F|u)=|d), F|d) =0, Els=0

SedangkarF;’dapat diperoleh darf' dan F}:

3 1 2 2 1 1 1
Fu)=-(R +F2)|u>:—(§|u>—§| u>j:——3|u> = Y=3 (5.69a)
3 1 2 1 2 1 1
Fd)=-(F +F2)|d>:—(—§|d>+§| d>j=—§|a> = Y=3 (5.69b)
Sl9=-(Rem)9=-(-3-33)=+ 35 = w-3  cow)
Dengan menggunakan hubungan (5.68) diperoleh
1/ 2 1( 2 1
I3|u>:§(Fl|u>—F2|u>):§(—3|u>+—l]u>j=—;L} = g=+—2, (5.70a)
l 2 [—— —_2 = - :——1
) =3Iyl d) =5 g -G d]=-Fd = 1=-F G70)
1 > 1
L= 3(RI9-FI9)=5(-3 4+ 3)=05 = =0 G709
Untuk muatan listrik:
Q|U>:F11|U>=EIU> = Q=§, (5.71a)
1 1 1
Qd)=FRld=-7d = Q=-3, (5.71b)
(5.71c)

) 1 1
A9=F[s=-33 = &-3.

Dari perhitungan di atas dapat dibuat Tabel 5.3.
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Tabel 5.3. Quark

q B | I, Y Q S

u 1/3 1/2 +1/2 1/3 2/3 0
d 1/3 1/2 -1/2 1/3 -1/3 0
S 1/3 0 0 —2/3 -1/3 -1

Masing-masing keadaan dari representasi triplébtgalam sumbdi— Y (Gambar 5.1.).

Y.
C\j\\ +1/ \\\ : u
I\ /I \\\ >
-1/2 +1/ 2\ I,
\‘ _ 2
Q=3
-2/3Y's
\\\ _ 1
\\Q = 3

Gambar 5.1. Representasi fundamental gqadari

SU(3). Panjang sisi-sisi segitiga adalah satu satua
nanianc

Representasi fundamental anti quarklari SU(3) tidak ekuivalen dengan quark
3 dari SU(3) . Ini dibedakan olehyperchargenya dan dapat ditransformasikan satu
dengan yang lain dengan melalui kombinasi matrikd-@ann. Untuk anti quark kita

akan memperoleh hasil perhitungan seperti Tabel 5.4
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Tabel 5.4. Anti quark

q B | I, Y Q S

a —1/3 1/2 —1/2 —1/3 —2/3 0
d - 1/3 1/2 1/2 - 1/3 1/3 0
s —1/3 0 0 2/3 1/3 1

Diagram Bobot (Weight Diagram) untuk diberikan pada Gambar 5.2.

Gambar 5.2. Representasi fundamental antiqGadari
SU(3). Panjang sisi-sisi segitiga adalah satu sgbaajang.

5.3.1. Meson
Sebagaimana telah dijelaskan pada bab 1, setiak oquemiliki bilangan baryon B = 1/3
dan setiap antiquark memiliki bilangan baryon B1=/3. Sehingga meson memiliki B =
0,
uark: 0), B=1/3, 3
zntiquark: 3 ||0; B=-1/3, 3 (5.72)
Meson dibangun dari quark dan antiquark, untukkita tinjau hasilkali tensor antara

guark dan antiquark sebagai berikut:

- 1y 1
G q —(q d-39' 4 éj+35. q 4. (5.73)
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Suku pertama ruas kanan persamaan di atas (b&gieelesy memiliki delapan (8)
komponen bebas kemudian ini didefinisikan sebagpresentasi oktet dengan simbul

representasi SU(3) dinyatakan ofangka delapan yang ditebalkan),
y:q(f-%@q §. (5.74)

Sedangkan suku kedua ruas kanannya (bagece yaitu sebuah tensor rank-nol)
memiliki satu (1) komponen bebas dan didefinisikabagai representasi singlet dengan
simbol representasi SU(3) dinyatakan oléh(angka satu yang ditebalkan). Secara
simbolik dekomposisi dituliskan sebagai

303=801. (5.75)
Diagram bobot untuk meson diberikan pada Gambar 5.3

Gambar 5.3 : Isi quark dari representasi SU(3) meso
Panjang sisi-sisi dari heksagonal adalah satu isgamajang.

Keadaan Meson Meson State)

Pada persamaan (5.74)P’ adalah sebagai operator untuk meson pseudo skalar.

Sehingga bekerja pada keada@ndinyatakan oleh

R0)=[e)=(a d-14 9 4 0. 576
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Ungkapan dari persamaan (5.76) selanjutnya diberikdeh Tabel 5.4. Untuk
memperolehnya perhatikan contoh 5.4 dibawah ini.

Contoh 5.4 Buktikan bahwa

[K°)=|d s)
dimanalK°®) =| ).
Jawab:

Dengan menggunakan persamaan (5.76) maka diperoleh
#)=(a @-122q d]jo= a do
=ds|0)=|d3
Sehingga
P} =|K%) =|ds) (5.77)
Untuk baris-baris yang lainnya pada kolom pertarah€el 5.5 dapat diperoleh dengan

cara yang sama.

Operator P’ menyatakan representasi dari meson pseudo skalaiKk dan 7 yang

dinyatakan oleh

Rl = (1) 7. (5.78)

Dari persamaan di atas maka meson pseudoskaldr Bkte0™ dapat dinyatakan dalam

notasi matriks

(P) = T I K |, (5.79)
! J6 7 2
) , 2
K Ko _2
\/6’78
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Untuk meson pseudoskalar singlgtdiberikan oleh

utd+dd+ s¢ 1 -
=—F|0)=—=|uu+dd+ $9:/1,0,0,0. 5.80
my="—F —10=7 311009 (580)
Selain itu ada juga representasi oktet dari bosaitu yektor meson]” =1~ yang

diberikan oleh:

o0 p°p” | =1, Y =0, (5.81a)
K™*K™ |=1/2, Y=1, (5.81b)
KoK |=1/2, Y=-1, (5.81¢)

@, =0, Y=0. (5.81d)

Tabel 5.5. Meson Pseudo skalHr =0".

State dan isi quark DY, 1,15)

7=

77*>:‘u a> %|7§+iﬂ2>2—|8,0,1,2}z

%\p;- R2) =| ) :%‘UU— dd | |m):[8.010

B)=| ) =|d ) lmim):[6.0.1-3
)= |k} =[u g %|n4+iné>:|8,1,1/2,1/2
P8)=[K°)=[d ) %m +im):|8,1,1/2- 1/3
P2 =[K%) =[5 d) %|n‘6—iﬂ7>:|8,—1,1/2,1/2
P =|k) =|s ) %|/T4—i/75>:|8,—1,1/2,— 1/2

_%‘%3>=|,78>:%‘uﬁ+ dd-2s3 | |r):[8,0,0,0

Catatan: D adalah dimensi dari representasi SWakasus ini adalah D = 8.
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Dengan vektor boson singletnya disimbolkan aleh Dalam perusakan SU(3), sebuah
meson singlet dapat bercampur dengan komponerdiaer8ebuah oktet. Sebagai contoh,
@, dan ¢ dapat bercampur dan partikel-partikel fisisnya |latlacampuran dari

keduannya yang diberikan oleh simlauldan ¢. Gambar 5.4 dan gambar 5.5 berturut-

turut adalah diagram bobot untuk meson oktet adtov meson.

Gambar 5 4: Oktet meson pseudo skalar dan bilakigamum
flavor. Panjang sisi-sisi dari heksagonal adalah satuan panjang.

Gambar 5.5: Vektor meson dan bilangan kuantum fld¥anjang
sisi-sisi dari heksagonal adalah satu satuan pgnjan
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5.3.2. Baryon
Prosedur untuk baryon adalah sama namun dalamilznyon memiliki B = 1 sehingga
dibangun dari tiga quark, diagram bobotnya diberikada Gambar 5.6. Pertama kita

tinjau hasilkali dua tensor untuk dua quark

aa=5(a9+90+5(aa a9

1 1 (5.82)
RN
Dimana suku pertama pada ruas kanan persamaaasdaddlah bagian tensor simetrik
yaitu
_1 _
S§=7(99+9 4. S=§- (5.83)
Sedangkan suku kedua adalah bagian tensor antirime
_ 1 _ g
A=7(a9-9 q). A=A (5:84)

Gambar 5.6: Representasi SU(3) untuk baryon. Pgrgisisisi
dari heksagonal adalah tiga satuan panjang.
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Untuk tensor simetrik ada enam (6) komponen beb#s y

(S S S |
‘Q*J"Q’“{ =Sy $= S S= S

Untuk 6 komponen bebas dari tensor simetrik kitatayan simbol representasi SU(3)

6 (5.85)

adalah6 (angka 6 yang ditebalkan). Untuk tensor anti-siiketita memiliki tiga (3)
komponen bebas:
A =-A —’{Azz_pér As=— Ay AF- A
A=A, =A,=0

Untuk 3 komponen bebas dari tensor anti-simetrita knyatakan dengan simbul

(5.86)

representasi SU(3) adal@h(angka 3 yang ditebalkan dan diberi “garis” disata, baca

“3 bar”). Sebuah vektoT' memiliki representas8 dapat dinyatakan dalam ungkapan
tensor anti-simetrik sebagai berikut

i _ 1 ;
T = ng A]k’ atau ,%( :Egijk T (587)

Sehingga dekomposisi grup untuk dua quark adalah

=  303=603 (5.88)

g q :i % +_1
RRNCA NN
Untuk tiga quark maka kita harus mencari representa
g q q=30303 (5.89)
Segera kita memperoleh,
30303=(30 30361 30 :
_ (5.90)
=(603)0(30 9
Masing-masing suku pada ruas kanan persamaansdil@pat dicari dengan cara berikut.

Pertama kita tinjau untul O 3:
T'q :('I* q —%6} T gj+%6} T g (5.91)

Seperti sebelumnya, persamaan (75), representasemiliki dekomposisi:

303=80 1 (5.92)
Sekarang kita tuliskan operator oktet untuk bargelnagai berikut
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B =T q —:135; Tq. (5.93)

Yaitu suku pertama ruas kanan persamaan (5.91Y daliberikan oleh persamaan (5.87)

yang dapat dinyatakan kembali menjadi
, 1 .
T=—-6q q- : 5.94
5 (da-aq) (5.94)

Untuk representasi singlet-nya, suku kedua ruaark@ersamaan (5.91), kita memiliki

1 k 1 kiji
—T7T =9 A
23 XT3 A 4

(5.95)
:igkji(q_ q-q q) q
2.6 :
Selanjutnya kita tinjau untuB O 3, ini diberikan oleh
qu:?‘ g+ R O G 4S8k (5.96)
:T{ijk} -Scq9- 4
dimana
T =S4+ S ar 8 ¢ (5.97)
Disini T,

(k) adalah tensor simetrik lengkap dan memiliki sepukomponen bebas yaitu
sebuah representadecuplet 10. Jelaslah pula suku sisa persamaan (5.96) memiliki
delapan komponen bebas yaitu sebuah represekesi 8. Persamaan (5.96) dapat

dinyatakan kembali dalam bentuk

1~ 1 mn mn
S q :§ -l—ijk}+§[£kjlgl ) g+£kil‘gl ) rﬂ]

1 1 (5.98)
=§-I-{ijk} +§[£ij I +& 5; ]éjmn S G-
Maka dekomposisi grupnya adalah
603=100 & (5.99)
Kita dapat pula menuliskan representiestupletdalam ungkapan
- _ 1= _1
T = 75T _ﬁ(g e+ S o S 9. (5.100)

Dan representasi oktet yang lain kita seé¥igebagai berikut

148



1

B/ :\/:_35‘” S q. B =0. (5.101)
Hasil akhir dari dekomposisi subgrup untuk barydalah
3030 3=100 80 1 (5.102)

Keadaan Baryon Baryon State)
Langkah selanjutnya adalah mencari keadaan banytuk umasing-masing representasi.
Untuk representasi okt8tmaka dari persamaan (5.93) kita memiliki
B0)=[B})
1 " 1o g (5.103)
=2—f2[e (G a-aa)g-39¢"(g a- a4 rq}|0>

Sedangkan untuk representasi oBtetnaka dari persamaan (5.101) kita memiliki
1

I§j‘|0>:|§j">:\/§ék' S /0, _B|0>:|_B>:QQ. (5.104)

Contoh 5.5
Carilah isi quark untuk representasi olgetari keadaan baryoB; !

Jawab:

Dengan menggunakan persamaan (5.103) diperoleh
B7]0) =| B?)
— 1 3kl 1 3 ~mkl
—2—(2[5 (dcd-a4)g-35™(q a- aq) 9}|0>

1 3kl
= - 0
ek (% a-9 q) g/o0)

:2_\1/-5(5312(0& 4~ q) 6)0)
=2_\1f2(u d-du qo>:%[ud C|'0>:le|[ ud g
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Dimana hubungan komutasi adaldb, d] = (ud dy . Keadaan baryonB;|0)

diberikan simbol

B.|0) =[n) |[u d d.

Gambar 5.7: Baryon oktet” ={dan bilangan kuantum flavor.
Panjang sisi-sisi dari heksagonal adalah satu isgamjang.

Dengan menggunakan cara seperti contoh 4, maka digesoleh isi quark dari keadaan
baryon yang lain. Representasi ol@etan8’ berturut-turut diberikan oleh Tabel 5.6 dan

Tabel 5.7. Notasi matrik untuk keadaan baryon oBfet 1" diberikan oleh

1 0 1 0 +
— N+ —
NN > P
(B) = Y _Jlé A° __Jli > n '8 (5.105)
—— _O 2 O
- = —=A
- - J6
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RS T =
6 2
g\l — S+ i—o__l_o =0 .q
(BY) = ) - :8 (5.106)
p n —%/_\0
Tabel 5.6. Baryon)” =1".
State:8 dan isi quark Q I I3 Y
B?|0) =| T\[u d u 1| 12| 1 1
B3|0) =| T\[u d d 0 | 12| -12| 1
_ . 1
w10 =[x7)= 1.9 4 11 1] o
1 /-, =
(BE-B)o=[z >——Hd § wlu} g o 1| o | o
B0} =[x )=5/le.9 d 41| 4| o
3 _
5Bl =)=l dud s wlshp o 0| o | o
Bi[0)=|=" >=T\[d g 9 12| -2 -1
B|0)=|=") = T\[SUH 0| w2| 12| -1
Kedua persamaan di atas memenuhi hubungan
B)=B/). (5.107)

Disini simbul bintang

" perarti konjugat komplekgerhadap SU(3) dan konjugat

hermitian untuk operator medan. Diagram bobot untegresentasi baryon oktet

diperlihatkan pada Gambar 5.7.
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Tabel 5.7. Baryon)” =1".

State:8’ dan isi quark Q I I3 Y
§13|0>E\§'>=%\{u, d} u-2uud 1|12 12| 1
B7(0)=|=%) = %\{ d d-2ddy o | 12| -1 1
B7(0) =[S >=i6\{u,s} u- 2uub 11 1] 1] o

B,'|0) = Z+>:%Hd,s} d- 2dds -1 1| -1] 0
-5 B0 =A%) =—5l{s d w-{s ¥ 0o of oo
|§;1|0>E|B>=%\255d—{ d¥ 1|12 -12| -1
|§$2|0>E|ﬁ>=%\{s,t} S 2 ss 0|12 12| -1

Untuk representasi singlgt dari baryon, maka dengan defini?\lETk ok|0>5‘/\f>

diperoleh

)= 755 (a a-a 9)qlo
= sl@ s w s g w[vd o

= gllo. S urls o g} (5.108)

Dan terakhir untuk representasi decupl@tiperoleh dari persamaan (5.100):

‘Tuk>:%(sﬁ g+ s at $ 900). (5.109)
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Keadaan untuk representasi decuplet diberikan ddlabel 5.8. Dan diagram bobot

untuk decuplet baryon diberikan pada Gambar 5.8.

Gambar 5.8: Baryon decuplet dan bilangan quarikavor.
Panjang sisi-sisi dari heksagonal adalah tiga sgtaajang.
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Tabel 5.8. Baryon)” =2

State:10 dan isi quark Q I I3 Y
%hm) =|A") =] wuy 2 | 32| 32| 1
f'T“2> A= %I udu+ duut uud 132 12| 1
|T122 A%) = |udd+ ddu+ dudl o322 1| 1
7z NE
1
\/—|T222> ‘ >:E| ddd> -1 3/2| =-3/2 1
%|T113>E‘Z**>:%| uus+ usur sul 111 1] 0
%|T123>E‘Z*°>:%| uds+ dus- dst sdu sud U 0l 1 0 0
1 e 1
ﬁﬁm):‘z >_ﬁ| sdd+ dds- dsp 1] 1] 2] o
\/—|T133> ‘ > %| uss+ sst Sy 0|12 12| -1
%ITZ%F\E“H dss+ ssd- sd 1| 12| -12] -1
1 _
%|T333>E‘Q >:| SS$ -1 0 0 -2
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5.4. Simetri Ruang-waktu

Simetri selalu tergandeng dengan ungkapan tranafrsimetri, yaitu suatu manipulasi
matematis yang kita terapkan terhadap sebuah siséapa mengubah sifat-sifat
observabehya. Jika suatu sistem fisis tidak berubah oldbuak transformasi maka
sistem dikatakan invarian terhadap transformassetert. Suatu prinsip invarian
menggambarkan suatu simetri dasar dan selalu hangabh dengan hukum kekekalan,
Tabel 5.9. Sebagai contoh sebuah lilin invariaru etemetri terhadap sumbu vertikal

karena lilin dapat diputar terhadap sumbu itu tammngubah rupa dan keistimewaan

lainnya.
Tabel 5.9 Simetri dan hukum kekekalan
| Simetri | | Hukum kekekalan
Translasi waktu — Energi
Translasi Ruang «—> Momentum
Rotasi —> Momentum Sudut
Transformasi Gauge «—> Muatan

Jika sebuah sistem memiliki simetotasi dan simetritranslasi maka hukum-
hukum fisika diterapkan dengan cara yang sama dat&mua arahdan semua ruang
Setiap eksperimen akan memberikan hasil yang samskipun kita merotasikan
peralatannya atau mengulang pengukurannya dalanmgryang berbeda atau dalam
tempat yang berbeda.

5.4.1. Konsep Invarian
Dalam mekanika kuantum, Hamiltonian yang menggakamasistem adalah invarian

terhadap transformasi uniter. Sebagai contoh,uisgbuah transisisi dari keadaan awal
li) ke keadaan akhirf) yang digambarkan oleh elemen matrikgH|i) atau(f |S|i).
Jika kita mengubah atau mentransformasikan traimsjsi

i)~ =uf) )~ )R, (5.110)
maka invarian berarti

(fIs]i)y=( f'|H|I)=( flUTHU 1]i), (5.11)

Atau
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H =U'HU, [H,U]=0, [S,U]=0. (5.112)

Kita melihat bahwa invarian terhadap transformastem berarti bahwa Hamiltoniad

komut dengarJ.

(A) U adalah kontinu

Tinjau sebuah transformasi infinitesimal,
U=1-i€G, (5.113)
dimana ¢ adalah parameter yang sangat kecil (infinitesing#h G adalah sebuah

operator hermitian yaitu sebuah observabel sisteiggalnya, momentum sudug juga
dinamakan generator dari tarnsformasi yang dingetadlehU. Menurut persamaan

(5.112) kita memperoleh
[H,é}:o. (5.114)

Misalkan|i) dan|f) adalah keadaan eigen deyi

Gliy=gi), G|f)=g,|f), (5.115)
Maka dari persamaan (5.114) kita memiliki
<f|[H,é]|i>:0. (5.116a)
atau
(9 -9, )( f|H|i)=0. (5.116b)

Jika (f|H i} tidak sama dengan n¢F |H|i) # 0, maka kita memperoleh
g =9- (5.117)
Ini berarti bahwa dalam transisi d$r>| ke|f>, G adalah kekal (nilai eigeé kekal)

dan dikatakan sebagai konstanta gerak.

(B) U adalah diskrit
JikaU adalah diskrit, misalnya refleksi ruang, maka @nmengulang operasinya dua

kali, akan kembali ke keadaan semula,

u2=1. (5.118a)
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Dengan nilai eigen dad adalah
U=4+1. (5.118b)
JadiU tidak saja uniter tetapi juga hermitian, sehinggdipandang sebagai observabel.
Pasal berikut ini akan menggunakan konsep diwatask memperoleh kuantitas-

kuantitas yang kekal dalam fisika.

5.4.2. Operasi Simetri dan Kuantitas Kekal

A. Invarian Translasi
Beberapa prinsip invarian klasik berhubungan demgang dan waktu. Jika Hamiltonian
(= operator untuk energi total) invariant terhadajatu translasi dalam sistem tertutup,
maka sistem multi partikelnya akan memiliki kek@kalmomentum total sistem. Ini
dapat dibuktikan secara klasik, dan kita akan mengkan pendekatan mekanika
kuantum. Tinjau sebuah translasi infinitesimal
X - X=X%X+Jx (5.119)
Maka Hamiltonian sistem bertransformasi sebagakbier
H (%, %, %)= H(X+ 0% %+3 % X+ ¥ (5.120)
Untuk menyederhanakan kasus ini kita tinjau Hamidn dari sebuah partikel

bebas

A 1-, 1(0° 0° 0°
H=-—0="—"—| —+—+—|. 5.121
2m 2m[6>{a oy 9?7 ( )

Dari persamaan (5.120) jelaslah bahwa
H (R %0 %) = H(% % %), (5.122)

yaitu sebuah sistem tertutup. Kita definisikan atmrtranslasif) yang didefinisikan

sebagai sebuah aksi yang bekerja pada suatu fegmgbarang/ ,

Dy (X) =y (%+0%). (5.123)
Untuk partikel tunggal kita memiliky’ (%) = H (X)¢(X), dengan menggunakan definisi
(5.123) maka diperoleh

A~

Dy (%) =¢/' (X+3%) = H(x+ 3Ry (x+ Y. (5.124)
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Selanjutnya, karena Hamiltonian adalah invariahaéap translasi, maka
Dy' (%) = H(X)g (x+3X). (5.125)
Gunakan definisi (5.123) kembali maka
DH (X)¢(X)=H(%) Dp(X). (5.126)
Ini berarti bahwaD komut dengan Hamiltonian,
|D, H]=0. (5.127)
Karenadx adalah besaran yang sangat kecil maka translak23p dapat diekspansi
menjadi
Y(x+0X)=¢(X)+oxTyY(N. (5.128)
Jika ingat kembali bahwa operator momentuins —i 0, persamaan (5.128) menjadi
w(%+0%) =4 (%) + BTy ()
=(1+ixp)y (%)

Sehingga operator translasi, bandingkan dengaameaean (123), diberikan oleh

(5.129)

D=1+id%p. (5.130)
Substitusikan (5.130) ke persamaan (5.127), maseraleh hubungan komutasi antara

momentum dan Hamiltonian,

[@, ﬁ] =0. (5.131)
Persamaan di atas tidak lain adalah hukum kekekatanentum untuk keadaan partikel
tunggal yang mana Hamiltoniannya adalah invariandasi.

Persamaan (5.130) dan (5.131) dapat diperumumk ukdsus keadaan multi

partikel dan menghasilkan hukum kekekalan momentomum untuk momentum total,

p=>1. (5.132)

i=1
Dari hasil diatas, maka dapat dinyatakan bahwa:
* Momentum kekal dalam sistem tertutup.
« Hamilton invarian terhadap translasi ruang.

» Operator momentum komut dengan operator Hamiltonian
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B. Invarian Rotasi
Besaran-besaran lain yang kekal adalah momentunt.sKetika sebuah sistem partikel
tertutup dirotasikan disekitar pusat massa-nyat-sifat fisisnya tetap tidak berubah,
invarian rotasi

Terhadap rotasi disekitar sumbu-z (sebagai cordebesar sudwd, koordinat-

koordinat x, , y, dan z bertransformasi menjadi koordinat-koordinat bagbagai

berikut
X =% cosfd -y sird
Y, = xsind+ y cod (5.133)
z7=12

Hasil dari Hamiltonian baru dari sistem yang disidtan adalah tetap sama dengan

Hamiltonian sistem semula

A~

H (%, %, %)= F(% % %), (5.134)

Sekarang kita tinjau rotasi untuk sudut yang sakgatl 66, maka persamaan (5.133)

menjadi
X = X— yol
y' = y+ x00 (5.135)
Z=z

Sebuah operator rotasi didefinisikan analog demgenator translasi,
Ry (N =¢(X)=¢(x- yb, y+ x4, . (5.136)

Ekspansi orde pertama daladd menghasilkan

() =0(3)-23 y3 %3 o).

ox ody
N P - A
{1 Je(yax Xayﬂw( )
=[1+i00L, |¢(x) (5.137)

Disini L, adalah komponen ke-z dari operator momentum sarthital L,

A {0 0
L=—|X—-y— 5.138
. ( oy yaxj ( )
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Untuk kasus umum dengan rotasi pada arah semhatdegtukan oleh sebuah
vektor satuann dan IZZ diganti dengan proyeksi dati dalam arah vektor satuan,
L:LUA dan diperoleh

R,=1+i06(L [h). (5.139)
Sekarang kita tinjaR, bekerja pada keadaan partikel tunggdi) = H(X)¢ (%) dan
dengan mengulangi langkah yang sama untuk tramskssa diperoleh

[I%n, A } =0. (5.140)

[lﬁ, ﬁ]:o. (5.141)
Persamaan di atas berlaku untuk partikel spin-@ y@ergerak dalam sebuah potensial
pusat, yaitu dalam sebuah medan yang tidak bengamada arah tetapi bergantung pada
jarak absolut.

Apabila sebuah partikel memiliki spin yang tidak,rmomentum sudut totalnya

adalah jumlah dari momentum sudut orbital dan spin,

J=L+S, (5.142)
dan fungsi gelombangnya adalah produk dari funglsirgbang ruangz//(i), dan fungsi
gelombang spiny .

W=y(x)x. (5.143)

Untuk kasus partikel spin-1/2, operator spin-nyaydiakan oleh matriks-matriks Pauli,
lihat kembali bab 4. Maka untuk kasus partikel spi, persamaan (5.139) menjadi

R,=1+i06(J (). (5.144)
Ketika operator rotasﬁ] bekerja pada fungsi gelombaﬂg=z//(7<) X komponenl: dan
S dari J bekerja saling bebas pada masing-masing fungsirgeingnya,
jw=(£+ é)z//(y))(:(L//(*g))(w(s)(é)(). (5.145)
Ini berarti bahwa momentum sudut total juga harksak

[j, ﬁ]=o. (5.146)
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Akan tetapi, invarian rotasi secara umum tidak rhasgdkan kekekala. dan$S secara
terpisah,

[E+é, ﬁ]:oa[i_, H]:—[“s, H]:s 0. (5.147)
Dengan menganggap bahwa gaya hanya mengubah sriesui, bukan besaran

absolutnya maka besaran momentum sudut orbitalsgemakan menghasilkan hukum
kekekalan,

[ﬁ, EZ} =0, [ﬁ ,éz] = 0. (5.148)

Contoh 5.6

Andaikan kita inging menguku®’ pada sebuah partikel dalam kead%%rﬂ. Carilah

nilai-nilai eigen yang mungkin diperoleh dan prolbitds dari masing-masing!

Jawab:

Representasi matriks da®f adalah kuadrat dari representasi matsks

, h*(1 0
SX_Z(O J

“lo lz)-43

Masing-masing spinor adalah vektor eigen @&ridengan nilai eige’/4. Sehingga

Maka kita memperoleh

untuk memperoleh nilak*/4 , probabilitasnya adalah 1. Ini sama juga urjldan S;.
Jadi spinor adalah vektor eigen da§’= S+ $+ & dengan nilai eigen
(n*/4+n*14+1r°14) = 30*/4. Untuk spin sembarang diperoleh S* =  s+1)7°.

Mudah dibuktikan untuk spin-1/2 kita memperoletandigen

=1 Lig)n=3p
2\ 2 4
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5.4.3. Paritas

Transformasi paritas atau juga dinamakan invensigsaadalah sebuah transformasi yang
mengubah tanda semua koordinat ruang. Terhadagfdrarasi paritas, ruang dan waktu

bertransformasi sebagai berikut:

X - X =-X
P { T (5.149)
t - t =t

Maka sebuah operator unité yang bekerja pada sebuah fungsi gelombang akan
menghasilkan

PW(% 1) = W(-%1). (5.150)
Dengan syarat uniter dari operall%r, P2 =1 maka nilai eigen darP adalah+1. Secara
umum operatons tidak komut dengan semua jenis Hamiltonian. MigalHamiltonian

interaksi lemahH, tidak komut dengarP
[H,.P]=o0. (5.151)

Yaitu paritas tidak kekal dalam interaksi lemahrhBelap operator paritas ruang dan
momentum bertransformasi sebagai,

Sedangkan momentum sudut orbital

L=xxp- L. (5.153)
sehingga

J -, g 0. (5.154)
Sifat-sifat vektor seperti persamaan (5.154) dife@na&ektor aksial Kemudian terhadap

transformasi paritas, skalar-skalar berikut initfz@rsformasi sebagai

xXO0p - xObp, (5.155a)
(pxp)0B - -(AxB)0h, (5.155b)
Jop - -JO0Op. (5.155c)

Skalar-skalar yang berubah tanda terhadap paritesndkanpseudoscalarPersamaan
(5.155a — 5.155c¢) adalah invarian rotasi tetagigsb) dan (5.155c) memiliki perilaku
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berbeda terhadap operator parités,Perilaku skalar dan vektor terhadap transformasi

paritas diberikan pada Tabel 5.10.

Tabel 5.10.
Perilaku skalar dan vektor terhadap
transformasi paritas

Skalar,s P(9=s
Pseudoskalap P(p)=-p
Vektor, v P(V)=-V
Pseudovektora P(3d) =a

5.4.4. Paritas Intrinsik

Partikel-partikel dapat dibedakan satu dengan yamgmelalui sifat-sifat intrinsiknya.
Salah satu sifat intrinsik tersebut adapaitas Sifat-sifat intrinsik tersebut didefinisikan
oleh bilangan kuanturh. Untuk mempelajari hal ini, pertama kita tinjau dae

elektromagnetik kuantum dari sebuah foton yangateaikan oleh sebuah potensial vektor,
A(X)=& (X, (5.156)
dimana& adalah vektor polarisasi dai(x) adalah sebuah fungsi skalar. Interaksi dari

sebuah partikel bermuatan dan medan elektromagdetigan invarian gauge diberikan

dengan substitusi
p- p-eAN, (5.157)
Karenax dan p berubah tanda terhadap transformasi paritas mafa@) — - A(-%),
P A(X) Pl=- A-N, (5.158)
dimanaA(X) diberikan oleh persamaan (5.156). Sehingga tefhdasformasi paritas

PEf(X) P'=-F f(-% = EoL -, (5.159)

3 Contohnya, bialngan kuantuardidefinisikan oleh persamaan nilai eigésci‘-P> = a|‘P>.
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Perlakuan dari vektor polarisasi adalah sebuah karakteristik dparitas intrinsikfoton.
Jadi paritas intrinsik dari foton adalah ganijil.

Secara umum untuk setiap partikelyang direpresentasikan oleh sebuah vektor
keadaangtate vector |a, [3), dapat dinyatakan oleh
Pla,p)=nt|a, D, (5.160)
disini 77 menyatakan paritas intrinsik dari partikeldimanas; =+1. Dalam sebuah

reaksi kekekalan paritas menghasilkan hukum kekekalbersifat perkalian
(multiplicative. Sebuah reaksi yang diberikan olel+ b - c+ d, keadaan awalnya
dapat dinyatakan dengan:

iy =|a) |b)|gerak relatif) (5.161)
Disini |a> dan |b> menggambarkan keadaan internal daridan b, sedangkan
|gerak relatif> menggambarkan gerak relatifnya. Sebagai contogsfugelombang dari
sebuah partikel dapat dinyatakan oleh= R(r)Y,,(6,¢). Jika|i) dan|f) berturut-turut
menyatakan keadaan eigen awal dan akhir dari coqmepatitasls dengan nilai eigery”
danz! maka nilai eigen untuk masing-masing keadaan itt#eoleh

P — P P _1|

,7|P ”ap ,7bp( )I' (5162)

g =ns s (-1)

dimanasn’, ny, n° dann? berturut-turut merupakan paritas intrinsik darb, ¢ dand.

S.edangkar(—l)I dan(—l)" berturut-turut merupakan paritas orbital dalamdkea awal
dan akhir. Kekekalan paritas untuk prosesb - c+ dadalah
n=ni (5.163a)
atau
n? nf(-1) =n2nf(-1) (5.163b)
Jadi kekekalan paritas memenuhi hukum kekekalagifaeperkalian. Hukum kekekalan

paritas tidak universal, misalnya dalam intera&midh ini tidak berlakL[HW, ﬁ] #z0.
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Sehingga kita tidak dapat mencari keadaan e|ig€}nsecara serentakladi jika partitas

tidak kekal, keadaa eigen ene}@l) tidak dapat dipandang sebagai keadaan eigen dari
paritas. Namun kita dapat menyatakannya sebagé&uber
|LIJ> = |Lpregu|ar> + A‘mp| LIJ irregular> (5164)

Disini |W dan|‘4J > adalah keadaan eigen yang memiliki paritas berlawa

regular> irregular

A,,dinamakanamplitudo campur paritagparity mixing amplitude yang menyatakan
derajat ketidakkekalan paritas. Suatu pelanggaesinadap paritaspérity violation)

dikatakan maksimum jikgA, | F=1. Dalam beberapa eksperimen yang meliputi hadron
ada pelanggaran paritd#y, f< 10", untuk interaksi elektromagnefii,  f<10".

Sedangkan dalam intraksi lemah, pelanggaran padath maksimurpA, F=1. Ini

berarti bahwa untuk menentukan paritas intrinsik dabuah partikel kita tidak dapat
menggunakan interaksi lemah, tetapi dapat ditenmtukangan meninjau reaksi-reaksi
yang meliputi interaksi kuat (hadronik) atau inkeiaelektromagnetik. Karena paritas
intrinsik tidak dapat ditetapkan secara unik unsefiap partikel, biasanya digunakan
sebuah konvensi. Misalnya, paritas intrinsik dabwah proton adalah +1,

n(proton) =+1. Karena proton dan neutron membentuk seldmlblet isospinmaka

kita mengambil paritas intrinsik neutron juga #neutror) = +1.

5.4.5. Pembalikan Waktu Time Reversal)
Terhadap pembalikan wakttinje reversgl, waktu dan ruang bertransformasi sebagai
berikut:

t - t'=—t
T: { . (5.165)
X -~ X=X

Sehingga besaran-besaran fisis momentum, momenidu dan spin bertransformasi,

p--p Lo-L g 3. (5.166)

* Dalam mekanika kuantum, jika dua buah operatolaademut maka keadaan eigennya dapat diperoleh
secara serempak dari salah satu operatornya..
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Misalkan 1 adalah operator terhadap transformasi di atasy yainyatakan sebuah

operasi yang mentrasformasikan keadaan kuantumRgaama Kkita tinjau bahwa

terhadapr1, hubungan komutasi berikut tidak invarian,
(4. p]=ing - -ing, (5.167)
sehingga operatoﬁ bukan sebuah operator unitemti uniter. Kita ingin membuat

bahwa hubungan komutasi (5.167) invarian terhagiegpator1. Maka terhadapl kita
harus mentransformasikan

G-ngnt=g

p-npnt=-p, (5.168)

| - -

Sehingga hubungan komutasi (5.167) tetap invarian.

Contoh 5.7.

Tinjau sebuah transisisi dari keadaan aWake keadaan akh|ﬁ> yang digambarkan

oleh elemen matriks transisf [T |i) dimana

T=-V —V—1 _
E,-H+ie
Jika Hamiltonian tak terganggd, dan Hamiltonian gangguan(H =H, +V ) invarian

terhadap pembalikan waktu, apakah transisi terselgat invarian terhadap pembalikan

waktu?

Jawab:

Jika Hamiltonian tak tergangghl, dan Hamiltonian ganggua¥ invarian terhadap

pembalikan waktu maka kita memiliki

0
T
I
|
I
I

NH,AN*=H, AvA'=v -
Maka
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T ﬁ'lzﬁ{—v—v;vjﬁ'l

E.-H+ie
:—V—V;_V:TT
E,-H-l¢

Akibatnya transisisi dari keadaan avial ke keadaan akhirf ),

(fIT]i)

(FIntAT AT

(f|nTn|i)

=(f[Tiy=(f[T|i")
Dimana keadaan yang ditransformasikan adalah

i) =T'[i)=T[i) dan|f')=T"| f) =T| f)

Contoh 5.8.
Tinaju sebuah proses hamburan dengan keadaan wi@sudeadaan keluar berturut-turut
diberikan oleh

o 1
a>_|a>+Ea—H+i£V|a>

@)=l e, VI

dimana keadaan tidak tergandgu}u diketahui memiliki momentunp, komponen spin
arah-z m, dan semua keadaan kuantum lainya dinyatakan alehDiketahui pula
Hamiltonian tidak terganggu H, dan Hamiltonian gangguakN invarian terhadap

pembalikan waktu, yaitd1H,[1*=H,, MVA™=V . Jelaskan bagaimana transisi

keadaan hamburan terhadap pembalikan waktu!

Jawab:

Pertama kita tentukan keadaan kuantaim

a*> dan|a‘> sebagai berikut
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Maka terhadag1 kita memilki

- nfla) =nla, p, m)=la, -, - m)

e Tl

a’) =M)a, By M)

=|O', - pﬂ’ - rna>masuk

Y o _m 1 e
=|a, - p,, ma>+Ea_H_i£V|a, R, —m)
* ﬁ a_> = ﬁ|0’, _p”’ nl‘>ke|uar
:|a’ - po” - rr!7‘>keluar
“la, =B, ~m)r = Vlas -~ - )
“ E,-H+ie

Dari hasil di atas dapat dilihat bahwa
ﬁ |0’, pﬂ’ rr!3l>masuk :|0', - _Q” - I'T;> kelua

ﬁ |0’, pﬂ’ rrL>keIuar - |0’, _TQT’ - n;>masub

Misalkan kita tentukan keadaan awal dan keadaain sé&bagai berikut

i) =la, B, m), [5)=[8. B, m)
Maka keadaan yang ditransformasikan adalah
i) =11fi)=|a, -p,, -m), (1) =n]f)=[8. =B, -m)

Dengan menggunakan contoh sebelumnya maka diperoleh
fIT|)=(L, , Tla, P,
(t[rli=(6. B m[Tle. . 6160

=(B, -p. ~m[T|la. - . - m)

Ungkapan di atas merupakan persamaan dua prosdsutaamyang dapat diperoleh

dengan cara membalik momentum dan komponen spinnmdanpertukarkan keadaan
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awal dan akhir. Hubungan di atas dinamakan dehgaangan timbal-baliKreciprocity

relation) sebagai sebuah akibat dari invariansi terhadagopkkan waktu.

5.5. Simetri Internal

Simetri dalam dunia fisika tidak selamanya dapgausiibarkan secara lengkap dan jelas.
Ketika simetri tidak teramati atau merupakan sysdtkakas teoritis, simetri biasanya
akan memudahkan perumusan-perumusan hukum-hukika. f@metri yang kita bahas
sebelumnya adalah simetri dalam dunia eksternpér8eotasi dan translasi. Sekarang
kita masuk ke bagian internalnya dan mempelajaisjéain dari simetri yang dikenal

sebagasimetri internal

5.5.1. Kekekalan Muatan
(A) Kekalan Muatan Listrik
Peluruhane™ - v + ) adalah tidak teramati (waktu hidupnya>4.3x 1G° tahun). Ini

adalah sebuah konsekuensi dari kekekalan muattik, limuatan listrik adalah kekal
dalam setiap proses. Ini merupakan konsekuensiihagiriansi Hamiltonian terhadap

transformasi gauge globalg(1),
W) L W)= W), [Q, H]:o (5.170)
Muatan Iistrik@ adalah generator dari grup gauge globgll)l Jika faktor fasa berubah

pada setiap titik dalam ruang-waktu yafusekarang sebagai fungsi dari ruang waktu

N\ =A(r,t) maka transformasi gauge global berubah menjaasfivamasi gauge lokal.
W) LW =) y) (5.171)

Jika transformasi gauge lokal kita terapkan padatusuLagrangian, maka setiap

Lagrangian yang mengandung derivatif tidak invateshadap transformasi gauge lokal,

mengganggu invarian gauge. Untuk menjaga tetapriamvamaka perlu dikenalkan

sebuah vektoA, yang terkopel dengan medan matéri Kopling universalnya adalah

muatan listrik yang direpresentasikan oleh medan
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Pada level partikel, quantisasi dari muatan kstinyatakan olefg = N, e, yaitu

muatan listrikq dari setiap hadron atau lepton adalah kelipaté®gial dari muatan

elementee.

(B) Kekekalan Muatan Baryon
Tinjau dua buah proses peluruhan berikut ini
p-e+y
poe+1
Meskipun kedua proses tersebut diperbolehkan oldurh kekekalan muatan namun

proses tersebut tidak teramati secara eksperimgn>{0* tahun). Hal ini dapat

dipahami dengan menyatakan muatan baB/eabagai berikut:

+1 untuk baryon
B =4-1 untuk antibaryon (5.172)
0 untuk leptondan mesc

Serta memaksakan bahwa muatan baryon tersebuhaa@isenuhi hukum kekekalan
bersifat penambahan dalam setiap reaksi
AB=B, - B =0. (5.173)
Sehingga proses peluruhan di atas diijinkan
P - e +
B: 0 0 0 - AB=B -B=0
Transformasi gauge global pada mana Hamiltonialahdavarian diberikan oleh

W) - w)=é™w), | B H|=0. (5.174)

(C) Kekalan Muatan Lepton
Ada beberapa peluruhan lepton tidak teramati, kibad dari ketidakkekalan muatan
lepton. Seperti muatan baryon, muatan lepton diaeroleh

+1 untuk lepton

L =< -1 untuk antilepton (5.175)
0 untuk semua partikel lainny
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Untuk setiap reaksi juga harus dipaksakan bahwaanuaptonL memenuhi hukum

kekakalan bersifat penambahan

AL=L, -L =0. (5.176)
Sebagai contoh peluruhan netron menjadi protorktrele dan antineutrino adalah
diijinkan,
n - p + € + U,
(diijinkan)
L: 0 0 1 -1 - AL=L,-L=¢C
Contoh yang tidak diijinkan adalah
v, + (Z,A - (Z+1,A + e
L: -1 0 0 1 - AL=1- ¢1F -

Transformasi gauge global pada mana Hamiltoniatahdavarian diberikan oleh

W) - [w)=e?w), |LH|=0 (5177)

(D) Strangeness dan Hypercharge

Hadron dengan spin dan paritas yang sama terdapédrd sebagai multiplet. Sebagai

contoh tinjau mesod” =0". Kita membedakan triplet dari piotig”,77°,77), doublet
(K*,K°) dan (K° K~") melalui sebuah bilangan kuantum baru yang dinamaka
strangeness ,Syaitu S(77) =0, S(K) =+1 dan S(K) =-1. Singlets dans' memiliki
strangenes$ = 0. Untuk baryonJ” :{ bilangan kuantunstrangenessiya diberikan
sebagai berikut: untuk doublgt, (), S = 0, untuk triplet(>*,>°,>"), S= — 1, untuk

singletA°, S = — 1 dan untuk doubl¢E®,="), S= — 2.Strangenesbeserta atribiut
baryon kemudian dinyatakan olkigperchargey =B + S,

Dalam interaksi hadronik, bilangan kuant@kekal secara penjumlahan, yaitu
dalam setiap proses yang meliputi interaksi ha#trd&v8 harus sama dengan nol,

AS=§ - $=0. (5.178)

Ini memberikan gambaran bahwa dalam tumbukan hadrpartikel strangedihasilkan
berpasangan. Oleh karena bilangan kuant8ndan S adalah kekal jelaslah pula
hyperchargeY juga kekal. Transformasi gauge global pada manailttamian adalah
invarian diberikan oleh
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W)y L W)= W), [\?, H]:o. (5.179)

Sebagai catatan bahvagperchargedari sebuah multiplet sama dengan dua kali muatan

rata-rata multiplet tersebut, yaitu

Y=2(Q=2(alse. (5.180)
Sebagai contoh untukriplet pion (77°,7°,777), (Q)=0 danY =0, untuk doublet
(p,n) , (Q)=1/2 dan Y =1, sedangkan untuk doubletK’ K~) atau(=°,=") ,

(Q)=1/2 danY =-1.

(E) Isospin
Ada sifat-sifat internal yang lain dimana partiklalpat dibedakan satu dengan yang lain,

dinamakan isospin Sebagai contoh, bilangan kuantuisospin untuk triplet pion
(', 7°,m), | =1,13 = +1, 0, -1, untuk doubldtp,n), | = %, 13 = +1/2 dan -1/2.
Konsepisospinsangat penting ketika dalam interaksi hadrosibspinadalah kekal.
Dalam ruangsospin| = (Il,l 2 3), operatorl memenuhi hubungan komutasi
sebagai berikut
[0 =g, ik =12% (5.181)
Konsekuensi dari hubungan komutasi ini, kita dapancari sebuah himpunan lengkap

dari keadaan eige|ri I3> dari 2 dan fs. Persamaan nilai eigennya adalah

PH)=10 +1) 1), (5.182a)
L) =t)n ). (5.182b)
OperatorIA3 memiliki (21 + 1) nilai eigen:—1,---,+I dan nilai eigen yang mungkin untuk

| adalahl =0,1/2,1,3/2,2;-. Sebagai contoh nukleon memiliki isosgin= %2 dan
komponen ketiga,l,, memiliki nilai eigen +1/2 untuk protoqj dan —1/2 untuk neutron

(n) sehingga dapat dituliskan keadaan eigen daroprdan netron dinotasikan sebagai
berikut:

1p)=[33). Im=]% -9 (5.183)
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Proton adalahisospin updan neutron adalaisospin down Untuk pion dinyatakan

sebagai berikut:

)= |11), 7°)=]10, m)=[1- 1.  (5.184)

Muatan dari suatu keadaan (state) diberikan ol&umgan Gell-Mann-Nishijima,
Q=(q/¢= 13+£. (5.185)

Akibat dari muatan yang tidak bergantung pada das@ronik, gaya ini tidak
berubah arahnya dalam ruang isospin. Ini berahwbaneraksi hadronik adalah invarian
terhadap rotasi sehingga Hamiltonian hadrardjk komut dengan operator rotasi

U, =e™, a=wh. (5.186a)

dalam ruang isospin,

[H..U,]=0. (5.186b)
Dalam hal inil adalah generator dari sebuah grup rotasi dalamgrisospin. Rotasi
infinitesimal-nya adalah

U =1-ial. (5.187)
Sehingga kita memperoleh

[Hh, f]:o. (5.188)
Yakni isospin adalah kekal dalam setiap proses yastjputi interaksi hadronik. Jadi
kaidah seleksi adalah

Al F=0, Al,= 0. (5.189)

Contoh 5.9.
Tinjau hamburan hadronik pion dengan proton sedagakut
- KO+ A°
_ S KT+
T +p
- K +p
- n+K"+K”

Manakah dari reaksi tersebut diijinkan?
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Jawab:
Tumbukan di atas diijinkan bila bilangan kuant@nkekal secara penjumlah@&s=0 .
Untuk reaksi pertama kita memiliki
m+p -  KY+A°
S:0 O +1 -1
SehingaAS =0 (diijinkan). Untuk reaksi kedua
mT+p - K +X
S:0 O -1 -1 - AS=-2(tidakdiijinkan
Untuk reaksi ketiga
mTErp - Ki+p
S:0 O -1 0 - AS=-1(tidakdiijinkan
Untuk reaksi keempat
m+p -5 n+ K +K
S:0 O 0o +1 -1 - AS= 0(iijinkan)

5.5.2. Konjugasi Muatan Charge Conjugation)

Semetri internal lain yang akan kita pelajari sakgr adalah konjugasi muata@,
Simetri ini terkait dengan simetri partikel-antiplkel, dimana terhadap operasi konjugasi
muatan, muatannya berubah tanda. Dan tentunya fpahgmasing-masing partikel

menjadi anti partikelnya. Sebuah operator urifgeryang mengubah partikel menjadi
anti partikelnya bekerja sebagai berikut:

C: |p - Ulp=D. (5.190)
dimana| p) adalah keadaan dari partikel dgs) adalah keadaan dari anti partikelnya.
Secara umum, untuk sebuah partikel tunggal yangilikemuatan Q, momentump
dan s, terhadap operator unitdd. keadaan partikel tunggal terseb|L@, [0} é}

bertransformasi sebagai berikut:

C: QPpY -  WQPI=-QpE (5.191)
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Sekarang kita tinjau persamaan nilai eigen dinsaftaah operatcff), bekerja padd .
keadaan partikel tunggé®, P, 9),

QQ P 9=4dQ 1. (5.192)
Disini g adalah nilai eigen dari operat@r yang terkait dengan keadaan eid@n [s} “s).

Maka terhadap operator uniteg. kita memiliki

UcQQ B 9=qU[Q P )= fr Qpk (5.193a)

QUcQ P 9=Q-Q p5=- ¢ Q pk (5.193b)
Dari kedua persamaan di atas diperoleh
(UQ+QU)Q B 9=0-Q
Maka untuk |Q, P, ) # 0 kita memiliki
U.0+QU.=0, atau {uc, E:}:o. (5.194)
JadiU, dané tidak komut dan tidak mungkin untuk memperolehdesen eigerJ..

dan Q secara serempak.

Selain mengubah tanda dari muatan konjugasi myatsn dapat bekerja pada
partikel bermuatan netral seperti neutron menjatinautronnya. Dan pula mengubah
semua bilangan kuantum internal seperti bilangagadoga bilangan leptonstrangeness,
hyperchargesecara umum dapat dituliskan

Uc|Q 15, B, Y, D=|-Q - I,,-B,-Y,- ). (5.195)
Sehingga kita memperoleh,

[Uc.Q]#0, [uc,i;]# 0, [uc B]# 0, [Uc Y]# 0, [U L]# ( (5.196)
Untuk mencari nilai eigen dari operatdg. kita tinjau, sebagai contoh,

U§|B>:|_B’> . (5.197)
U¢|B)=Uc(Uc|B))=Ucl-B)=| B

Sehingga diperoleh
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Uz =1. (5.198)
Jadi nilai eigen darU. adalah+l, danU. adalah sebuah transformasi diskrit. Dari
persamaan (5.195) bahwa keadaan der@ar0, |, 0, B#0, Y #0 danL # 0 tidak
dapat menjadi keadaan eigen dag. Akan menjadi keadaan eigen ddi jika Q =0,
[,=0, B=0, Y=0danL=0. Sehingga kita harus mendefinisikan sebuah paritas
konjugasi muatam,. sebagai berikut:
U.|B=0)=7.|B=0), (5.199)
dimana
né=1 atau N =*1. (5.200)
danrs. adalah sebuah bilangan kuantum kekal bersifatapiark (multiplicative) untuk

setiap proses dalam mana paritas konjugasi mukitars€butC-paritag kekal. C-paritas
memiliki dua nilai kalau tidak + 1 maka -1 .
Seperti dalam pembahasan sebelumnya, konjugasamadalah sebuah simetri

internal dan haruslah memenuhi

[Uc, H]=0. (5.201)
Sehingga setiap interaksi yang terkait adalah iamaterhadap konjugasi muatah. .
Interaksi kuat dan interaksi elektromagnetik adafatarian terhadap konjugasi muatan
UC

[Uc, Hg] =0, [Uc.He]=0, (5.202)

dimana Hg dan H,, berturut-turut adalah Hamiltonian interaksi kuatndinteraksi
elektromagnetik. Tetapi interaksi lemah tidak imaarterhadap konjugasi muatah
dengan kata lain bahwa konjugasi muatan bukan rakampsimetri dari interaksi lemah,

[Uc, Hy] 2 0. (5.203)
Kasus ini terjadi ketika kita menerapkan konjugasuatan untuk neutrino dan

antineutrino. Neutrino memiliki helisitas —1 (Neotr skrup putar kiri maka terhadap

konjugasi muatan seharusnya menghasilkan antineuskrup putar kiri. Namun dalam

® Dalam beberapa buku teks nilai ini sering dinamaebagabilangan konjugasi muatan
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eksperimen ditemukan bahwa semua neutrino mentigksitas -1 léft handed dan

semua antineutrino memiliki helisitas +ight handed®.

<
<

-
” |CD

(@) (b)
Gambar 5.9. Helisitas (a) Skrup putar karfaiglit handell, helisitas
+1.

Untuk mengetahui bagaimana konjugasi muatan dailteraksi kuat, kita tinjau

reaksi berikut
p+p - T +h
~ 7T +h
Pada rekasi di atds danh adalah hadron yang lain dengBr= 0 dan berturut-turut

memiliki muatan listrik positif dan negatif. Asurkan bahwa operat@ adalah invarian

terhadapU., U. S UZ' = S, maka untuk rekasi pertama kita memiliki
(ppS|z h=(php@ Y sy Y
=(p U S| 1
=(pp/S7 h (5.204)
Sekarang kita tinjau
(PP 7 H=(pPPY Y ST Yr h

=(pPU sU|m B

® Gambar 5.9 memperlihatkan antineutrino dengarsitesi + 1 (a) dan neutrino dengan helisitas -1 (b).
Helisitas terkait dengan perbandingan antara mi@nentum sudut spin dan spin partikel/§). Helisitas
partikel adalah +1, dinamakan skrup putar kameyht handed, jika arah spin (s) dan arah kecepatannya
adalah sejajar dan helisitas partikel adalah iardakan skrup putar kirieft handeg, jika arah spin (s)
dan arah kecepatannya berlawanan arah (antisejmun definisi yang tepat untuk helisitas skrupap
kanan atau kiri didefinisikan melalui operator prkyi.
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=(p p| Qf f) (5.205)
Jadi pion positif dan pion negatif memiliki spektrenergi yang sama, invarian terhadap

konjugasi muatan.

Selanjutnya kita tinjau untuk kasus interaksi gfmkagnetik. Foton i), 7° dan
n° dapat menjadi keadaan eigen dagi. Sekarang kita tentukan C-paritas dari keadaan-
keadaan tersebut. Terhadafy. , arus elektromagnetikj, bertransformasi sebagai

berikut:
(5.206)

Dalam teori medan elektromagnetik, medan elektroregly A, diberikan oleh
persamaan,

ZA, =, . (5.207)
Sehingga terhadag ., medan elektromagnetih, bertransformasi menjadi

Us: A --A. (5.208)

Karena foton adalah medan elektromagnetik kuantaaka perubahan tanda terhadap

konjugasi muatan mengahasilkan C—paritas dari fetbryaitu:
ne(v)=-1. (5.209)
Foton dapat dihasilkan melalui peluruhah dans;® yang masing-masing menghasilkan

dua foton: 7° - y+y dan n° - y+y . Karena dalam setiap proses yang

mempertahankan C-paritas terkait dengan bilangantkin bersifat perkalian maka kita

memperoleh
ne(m)=+1, ne(n°) = +1. (5.230)
- y+ oy
+1 -1 -1
\q"-fl_—d
Sebelum +1
Sesudah +1
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Dari sini dapat dipahami bahwa pelurunahdan® tidak pernah menghasilkan tiga
buah foton.

Berikutnya kita tinjau untuk positronium, keadatnikat darie” dan e’ yang
keduanya hanya berbeda dalam muatan listriknyaalkéia e dane” dalam keadaan
(I,s) maka dengan memperumum prinsip Pauli untuk paositno yaitu terhadap

pertukaran total partikel (yang terdiri dari peruban simultan label Qr (ruang)dan

s ), keadaan (state) akan berubah tanda atau améiBik Terhadap pertukaran koordinat
ruang diperoleh fakto(-1)', terhadap pertukaran koordinat spin diperolehofaft1)**
(s = 0 untuk keadaan singlet dar= 1 untuk keadaan triplet) dan terhadap pertukaran

muatan listrik menghasilkan faktay. . Maka keadaan atisimetriknya adalah
-1 1" =-1, (5.231)
Sehingga:
e =(-1)" . (5.232)
Persamaan (5.232) memberikan paritas konjugasiamukri positroniume €*) dalam
keadaan(,s).
Positronium € €') dapat meluruh menjadi buah foton {/) melalui interaksi
elektromagnetik. Kekekalan paritas konjugasi muétaparitas) menghasilkan
(-1 =(-1". (5.233)
Dan kita memperoleh kaidah seleksinya sebagaiigterik
|=0=s: 'S - y+y (dijinkan
'S - y+y+y (dilarang
|=0,s=1: °§ - y+y (dilarang)
’S - y+y+y (dijinkan

5.5.3. G-Paritas

Sebagaimana telah kita pelajari pada pasal sebghuinanya sedikit partikel (partikel

yang berinteraksi kuat dan elektromagnetik) yangatlanemiliki keadaan eigen dari
operator konjugasi muatan. Pada pasal ini kita akambahas perluasan dari simetri ini

dengan membatasi pada partikel-partikel yang mengainteraksi kuat. Kita akan
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mempelajari sebuah operator baru yang dinam&Akarparitas, yaitu sebuah operator
gabungan antara konjugasi muatén,dan rotasi 180disekitar sumbu ke-2 dalam ruang
iISOSpinNR, ,

G=CR dimana R= &". (5.234)
Terhadap rotasi 180disekitar sumbu ke-2 dalam ruang isospin akan orieaty |
menjadi-I1,. Sebagai contoh dalam diagram bobot Gambar Sakinmi akan mengubah
partikel pion 77 menjadi 777 . Jika kita melanjutkan dengan menerapkan operator
konjugasi muatan, maka akan diperoleh kembdli. Sehingga pion bermuatan
merupakan keadaan eigen dari opera(fbf paritas, meskipun keduannya bukan
keadaan eigen dari konjugasi muatan. Untuk interliat, baik isospin maupun C-

paritas adalah kekal, jadi interaksi kuat adalararian terhadapf;— paritas,. Tetapi
untuk interaksi lemah dan elektromagnetik tidakanman terhadapﬁ - paritas,

(G, Hs =0, |G, H,|# 0, |G Heu |7 € (5.235)

Contoh 5.10

Tentukanlah G-paritas dari pio@(77) ?

Jawab.

Terhadap rotasi 18@lisekitar sumbu ke-2 dalam ruang isospin kita memiliki
R: |m) - Ry|m)=¢"|m)=(cosm+ il,sin)|m)=~|m),
R: |m)— Ry|m,)=¢"|m)=(cosm+ il,sint)|m,)=~|m,),
R: |m) - R|m)=¢"|m)=(cosm+ il,sint)|my)=~|my,

Maka untuk pion

R ) em) e ) )
Kemudian terhadap konjugasi muatan
vt )l ) ) ) )
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Maka terhadap G-paritas
G=CR:

+

Yy -

7)) -Am) )T
Jadi G-paritas dari pion adal&h( ) = (—1)3 =-1. Untuk sebuah keadaan dengapion

maka G-paritasnya adalab(7) = (-1)".

5.6. Kekekalan Muatan Warna
Selain derajat kebebasan ruang dan spin, quark jugailiki atribut lain yang

dinamakan warna ¢tour)”. Fungsi gelombang totalnya dapat dinyatakan sébaga

hasilkali dari fungsi gelombang bagian rugr(g) , bagian spiny dan warnay® yaitu

W=y () xx°.

Penggabungan fungsi gelombang ruang dan spin adalatrik terhadap pertukaran

(5.236)

quark pada flavour yang sama, sehingga fungsi deogn warna menjadi antisimetrik.
Terkait dengan fungsi gelombang warna, ada bilangaantum yang kekal yang
dinamakanmuatan warna Muatan warna memiliki peran yang sangat pentiatard

interaksi kuat seperti halnya muatan listrik dalateraksi elektromagnetik.

Tabel 5.11. Nilai-nilai muatan warna

Quark Antiquark

5 ye 1S e

1/2 1/3 r -1/2 -1/3
-1/2 1/3 g 1/2 -1/3

0 —2/3 b 0 213

Asumsi dasar dari teori muatan warna, bahwa sefigpk q=u,d, s... dapat
berada dalam tiga keadaan warna yang beriédar,g,b (red, green, blug Keadaan

spin y =a, berhubungan dengan nilai berbeda dari komponem Spi sedangkan

" Setelah Greenberg pada tahun 1964 memberikan javaths perbedaan antara model quark dan prinsip
Pauli.
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keadaan warng“ berhubungan dengan nilai berbebeda dari dua mwedana yang
dinamakanhypercharge warn& © dan muatan isospin warnS , nilai-nilainya tertera

dalam Tabel 5.11. Nilai-nilai untuk keadaan laimgaterkomposisi dari quark dan
antiquark memenuhi bilangan kuantum bersifat peltghem, seperti muatan listrik,
nilainya untuk partikel dan antipartikel adalah sasalam besar tetapi berlawanan tanda.

Dengan demikian terhadap konjugasi muatan, sebualk g dalam keadaamn (red)
ditransformasikan menjadi sebuah qugrkialam keadaan warng” =1

Dari Tabel 5.11 tampak jelas bahwa penjumlahantamuaarna dari tiga quark
menghasilkan{ =Y = 0. Ini dipenuhi untuk baryon yang terkomposisi dagiark, g-
guark dan b-quark Dan hadron dapat diamati sebagaimana sebualkglarisolasi
dalam ruang bebas. Bentuk umum dari fungsi gelognhvaarna untuk sebuah baryon
adalah superposisi linier dari enam kombinasi yanggkin, yaitu

Xe =argbragbrtabrgrabgryra gibra thy. (5.237)
dimana «a,(i=1,2,3,4,5,6 adalah konstanta-konstanta dan (dan seterusnya)

menyatakan bahwa quark kesatu berada dalam keadddma kita memilih kombinasi

antisimetriknya maka
1
)(g =%[r192b3+ g+ brg,- bg,rs- grps rb zgls- (5.238)

Persamaan (238) adalah syarat dimana pengurungana waolour confinement).

Sekarang kita gunakan syarat ini untuk mempelakannbinasi m quark dann

antiquarkg™g" untuk m= n dimana bilangan baryon adalah positif, termasuk B& 0.
Sehingga fungsi gelombang warna untuk kasus inahda
r’g’b’r’g°p’ . (5.239)
Disini r berarti bahwa ada buah quark dalam keadaadan seterusnya,
m=a+pB+y>n=a+p+y. (5.240)
Dengan menggunakan syaigt=Y° =0 untuk fungsi gelombang warna (5.239) maka

dapat diperolety© dan 1S, yaitu

——(0—67)—}(ﬁ—ﬁ), (5.241a)
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Y© :l(a—c—r)+—1(ﬁ—/?)——2(y—7). (5.241b)

3 3 3

Akibatnya
(a-a)=(B-B)=(v-7)=bp. (5.242a)
m-n=3p. (5.242b)

Disini p adalah bilangan bulat tidak negatif. Sehingga koa#h q"q" yang diijinkan
oleh pengurungan warna adalah
q"a"=q""q"=(39 "(d9 " (5.243)
Sedangkan yang tidak diijinkan adalah dalam bentuk
dd. adg qqqgq...
Sekarang kita memanfaatkan operator matriks-nsa@kll-MannF, = (1/2)1,

untuk memperoleh fungsi gelombang dan operator avamuk baryon sehingga fungsi

gelombang antisimetrik total (5.238) diijinkan oleéngurungan warna. Tiga buah fungsi

gelombang warna yang beba$ =r,g,b dari sebuah quark dinyatakan olspinor

warna,
1 0 0
r=/0|, g=|1| b=|o0|, (5.244)
0 0 1

Dan fungsi gelombang spig = a, 8 adalah

1 0
1 o] o2

Dengan menggunakan matriks-matriks Gell-M&pr (1/2)1,, mudah diperoleh untuk

keadaan adalah

Fr =%r, Fgr =—1r . (5.246)

2J3
Seperti yang kita bahas sebelumny&, dan 1 adalah nilai-nilai egen dari operator

2
N

IS=F, Y®=-2F.,. (5.247)
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Sehingga kita memperolelf =1/2 danY® =1/3, lihat Tabel 5.11. (Nilai-nilai yang

lain dapat diturunkan dengan cara yang serupa).mdamgikuti penurunan sebelumnya,
persamaan (5.174) kita memiliki

[F..H]=0. (5.248)
Jadi pengurungan warna mensyaratkan bahwa kedelapatan warna lenyap untuk
setiap hadron yang teramditj,akibatnya

F.Xs =0. (5.249)
Persamaan ini mengingatkan kembali kepada keadpam singlet dimana ketiga
komponen spin lenyap yang berhubungan dengan fgetmmbang spin,

Sx=0, Sx=0, Sy=0. (5.250)

Syarat pengurungan (5.249) akan menghasilkan fugglsmbang warna lengkap yang
berlaku untuk untuk setiap baryon. Dengan mengana&perator Gell-Mann pada
masing-masing suku persamaan (5.237) serta sya9) maka diperoleh hubungan

antara konstanta-konstanta(i =1,2,3,4,5,6 sebagai berikut
a,=-a, a,=-a, a,=-0a,. (5.251)

Dan persamaan (5.238) adalah konsisten.

Contoh 5.11
Buktikan hubungan berikut dengan menggunakan ape@Gall-Mann

1 1
F1r=§g, F1g=5r, F,b=0

Jawab:

Untuk operator Gell-Manrr, kita memiliki

F=A/2=

N
O+ O
o o -
O o O

Maka
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=
|
|
Q

Rangkuman

Himpunan dari elemen-eleméq B, C, ... dikatakan membentuk sebuah gfaiika
elemen-elemen dari grup memenuhi 4 kaidah berikut:
Identitas : Ao | =10 A=A.

Tertutup (closure :A’ B.CUG .
AoB=COG

Inverse. :Ac At =A'o A= 1,

Asosiatif. : Ao (Bo C) = (A B)o C.

Operasi-operasi grup:

Perkalian langsung Direct product)

Perkalian langsungnya dinyatakan secara simbohkale

P=SOT.

Jumlah langsung Direct sum)

Jumlah langsung dari dua grup dinyatakan aesgnbol

P=SOT.
Transformasi sembarang vekipr(i = 1, 2, ... N) dalam ruang vektdd-dimensi.ini

diberikan oleh

9 - ¢=Ag, i,j=12,.. N,
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dimanaA’ adalah matrikdN x N. Maka grup uniterynitary group U(N) dalam
N-dimensi adalah grup yang memenuhi transformasstoamasi persamaan
(5.14) dengan syarat uniternya adalah

AN =(R) A=g' atau A'A=1
Sedangkan grup uniter khuswspécial unitary groupN-dimensi, SU(N), adalah
grup uniter U(N) dengan determinan dari matrifssama dengan satu,
detA=1

Diagram bobot meson

Gambar 5.: Isi quark dari representasi SU(3) meBanjang
sisi-sisi dari heksagonal adalah satu satuan pgnjan

Dan fungsi keadaan meson

F?J’|0>E|ﬁ”>:(q d-37 9 aj|0>
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Diagram bobot Baryon

Gambar 5.6. Representasi SU(3) untuk baryon. Pgisjansisi
dari heksagonal adalah tiga satuan panjang.

Dan fungsi keadaan Baryon

Bj|0)=|B))
=2—1(2{f‘“(qk 4-9 g) q-éo“j (g a-a g g}|0>

Simetri ruang dan waktu terdiri dari invarian tri@assg invarian rotasi, paritas, paritas
intrinsik dan pembalikan wakttirfhe reversgl sedangkan simetri internal terdiri dari
kekekalan muatan, konjugasi muatahgrge conjugationdan G-Paritas

Selain derajat kebebasan ruang dan spin, quark fogailiki atribut lain yang
dinamakan warna ¢(bour). Fungsi gelombang totalnya dapat dinyatakan sebag
hasilkali dari fungsi gelombang bagian rugng), bagian spiny dan warnay®

yaitu

W=y R)xx°.
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Penggabungan fungsi gelombang ruang dan spin asiahetrik terhadap
pertukaran quark pada flavour yang sama, sehingggsi gelombang warna

menjadi antisimetrik.

Soal-soal Latihan

1. Elemen-elemen dari sebuah himpudad, i}, dimanai = v/-1 adalah akar-akar

dari persamaanx® =1. Buktikan bahwa himpunan dari elemen-elemen tetseb
membentuk sebuah grup!

2. Tinjau himpunan matriks 4 x 4 berikut ini,

1 00 0|0 O0O 0 01 010
{M}:O 1 001|100 0 0O 0 01
0 010|01O0 1 00 0 0O
0 00 1|0 O 1 010 1 00

Jika perkalian grup-nya adalah perkalian matriksjukkan bahwa himpunan

{M} membentuk sebuah grup!
3. (a) Turunkan matriks Gell-Mann persamaan (5.43)
(b) Dua generator SU(3) dari matriks Gell-Maandan A, adalah matriks-

matriks diagonal dan traceless. Carilah nilai eigen vektor eigen dari
keduanya! (Petunjuk: buatlah persamaan nilai ekgemudian selesaikan
persamaan ini.)

(c) Dari persamaan nilai eigen soal (b), jika daket tiga buah vektor eigen

1 0 0
ua=/0|, v=|1 w=[0
0 0 1

Dan generatod, dan A, yang ternormalisasi diberikan oleh

a 0 0 b 0 0
AV=[0 -a 0], A'=|0b O
0 0O 00-2
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Carilah hubungan komutasi dari nilai eigennya dalagkapara danb dan
gambarkan diagram bobotnya!

4. Turunkan hubungan komutasi yang diberikan dalanmell2b

5. Peroleh Tabel 5.5 untuk meson pseudoskdlar 0!

6. Gunakan informasi pada Gambar 8 baryon decuplekunenentukan isospin
|1'1;) untuk masing-masing partikel berik@",>*,=°, 0" 7, K°.!
7. (a) Tunjukan bahwa peluruhan - 77'77 dilarang dalam interaksi kuat tetapi

diijjinkan dalam interaksi elektromagnetik. Carilaifai isospinl dan momentum
sudut orbital untuk pion!

(b) Tunjukan bahwa peluruhan — 7777 71° dilarang dalam interaksi kuat tetapi

diijinkan dalam interaksi elektromagnetik. Tentukalai isospin yang mungkin
untuk pion akhir!

8. Buktikan bahwa nilai eigen ddfiadalah+1!

9. Apakah neutrino adalah keadaan eigen Bardika ya, carilah paritas
intrinsiknya!

10.(a) Keadaan nukleoh\l) terhadap transformasi rotasi 2&fisekitar sumbu ke-2
dalam ruang isospin diberikan oleh transfornjuh%’> =¢d™'2| N). Buktikan
bahwa|NR2> =i1,|N)L

(b) Carilah hasil transformagip) dan|n) terhadap G-paritas!
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