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Abstract  

 

 Quantum theory in physics is used to model secondary financial markets. Contrary to 

stochastic description, the formalism emphasizes the importance of trading in determining the value 

of security. All possible realization of investors holding securities and cash is as the basis of the 

Hilbert space of market states. The asymptotic volatility of a stock related to long-term probability 

that is traded. This paper investigates volatility of forward rates in secondary financial market. In 

recent formulation of a quantum field theory of forward rates, the volatility of the forward rates was 

taken to be deterministic. The field theory of the forward rates is generalized to the case of 

stochastic volatility. Two cases are analyzed, firstly when volatility is taken to be a function of 

forward rates, and secondly when volatility is taken to be an independent quantum field. Since 

volatility is a positive quantum field, the full theory turns out to be an interacting non-linear 

quantum field in two dimensions. The state space and Hamiltonian for the interacting theory are 

obtained, and shown to have a nontrivial structure due to the manifold move with constant velocity. 

The no arbitrage condition and hedging is reformulated in terms of the Hamiltonian of the system, 

and then solved for the nonlinear interacting case. 
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Abstraksi 

 

Teori Medan Kuantum dalam fisika digunakan untuk memodelkan pasar finansial sekunder. 

Berbeda dengan deskripsi stokastik, perumusan menggunakan teori medan kuantum menekankan 

pada pentingnya aktifitas perdagangan dalam menentukan nilai dari suatu sekuritas. Semua 

kemungkinan yang dapat mempengaruhi investor dan keuangan merupakan basis dalam Runga 

Hilbert dari keadaan pasar. Asimptotis volatilitas menunjukkan probabilitas jangka panjang dari 

saham dan produk derivatif yang diperdagangkan. Makalah ini membahas mengenai volatilitas laju 

kontrak forward (forward rates) dalam pasar sekunder. Volatilitas forward rates pada teori 

sebelumnya telah ditinjau sebagai suatu variabel yang deterministik. Teori medan kuantum dalam 

paper ini kemudian dikaji generalisasinya untuk kasus volatilitas yang stokastik. Kemudian 

dianalisis dua kasus: pertama ketika volatilitas ditinjau sebagai fungsi dari forward rates, dan yang 

kedua meninjau volatilitas sebagai suatu medan kuantum yang independen. Karena volatilitas teori 

medan kuantum bernilai positif, maka teori yang seluruhnya berlaku adalah interaksi non-linier 

teori medan kuantum dua dimensi. Diperoleh deskripsi ruang keadaan dan Hamiltonian untuk 

interaksinya dan menunjukkan memiliki suatu struktur non-trivial selama manifold bergerak dengan 

kecepatan konstan. Kemudian dirumuskan juga Hamiltonian sistem untuk keadaan tanpa arbitrase 

dan hedging (lindung nilai) kemudian dipecahkan secara eksak untuk kasus interaksi non-linier. 
 

Kata kunci: volatilitas, forward rates, teori medan kuantum, arbitrase, hedging. 
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1. PENDAHULUAN 

Terdapat tujuh instrumen dalam pasar modal yaitu saham, obligasi, obligasi konvertibel, 

rights, warran, reksadana, serta aset back securities. Disamping itu ada pula instrumen deriatifnya 

meliputi options (baik yang berbasif forward ataupun yang berbasis futures) serta swap. Makalah 

ini akan menekankan kepada forward valuta asing. Kontrak forward di pasar valuta asing terjadi 

antara suatu bank dengan nasabahnya  (mungkin juga sesama bank) untuk mensepakati pengiriman 

pada tanggal tertentu, sejumlah mata uang, dan kursnya ditetapkan pada waktu kontrak disepakati.  

Semakin besar nilai valuta (aset) yang di-forward-kan maka akan semakin tinggi 

kemungkinan perbedaan dengan harga eksekusi (baik itu naik ataupun turun), inilah yang kemudian 

banyak disebut sebagai volatilitas. Volatilitas paling sering menjadi referensi dalam hal standar 

devasi dari perubahan nilai instrumen keuangan terhadap waktu. Volatilitas juga dapat 

menggambarkan tingkat resiko keuangan pada suatu masa tertentu. Untuk instrumen yang 

mengikuti Gaussian Random Walk dan Proses Weiner maka volatilitas akan naik seiring dengan 

bertambahnya waktu. Secara konsep, hal ini terjadi karena seiring bertambahnya waktu maka 

bertambah pula kemungkinan harga instrumen keuangan itu bergerak menjauh dari harga mula-

mula. 

Forward rates, dengan volatilitasnya, merupakan salah satu aspek yang esensi dalam pasar 

hutang (debt market) serta banyak di pakai dalam hal finansial, terutama untuk kontrak finansial 

jangka panjang sampai masa jatuh tempo tertentu (maturitas) dan juga digunakan dalam mekanisme 

hedging (lindung nilai). Model mengenai forward rates yang digunakan umum selama ini adalah 

model Heath-Jarrow-Morton (HJM) [1], dan pada perkembangannya ada sejumlah cara dimana 

model HJM ini digeneralisasi. Dalam referensi [2] dan [3] telah diperkenalkan mengenai korelasi 

antara forward rates dengan maturitas yang bervariasi, dan pada [4], [5] forward rates dimodelkan 

sebagai suatu string stokastik. 

 Penerapan teknik-teknik fisika dalam finansial [6] [7] telah dibuktikan bermanfaat dalam 

aplikasinya, khususnya penggunaan teknik integral lintasan dalam berbagai masalah finansial [8]. 

Dalam [9], teknik integral lintasan telah dapat diterapkan dalam mempelajari suatu produk sekuritas 

dengan volatilitas stokastik. Dalam [10], model HJM digeneralisir dengan meninjau forward rates 

sebagai suatu medan kuantum. Studi empiris yang dilakukan oleh [11] menunjukkan bahwa model 

teori medan kuantum untuk forward rates ketika dibandingkan dengan data pasar ternyata cocok. 



 Volatilitas forward rates merupakan suatu perhitungan yang sentral guna menentukan  

derajat fluktuasi forward rates. Dalam model yang dipelajari di [10] volatilitas yang diambil dalam 

forward rates merupakan variabel yang deterministik. Pertanyaan kemudian muncul seiring dengan 

perkembangan fakta bahwa volatilitas sesungguhnya merupakan suatu kuatitas random yang selalu 

berfluktuasi. Sifat Random volatilitas ini kemudian dapat menentukan sejauh mana volatilitas 

berfluktuasi. Data pasar untuk eurodullar futures menyajikan  suatu perhitungan yang  akurat untuk 

forward rates dan untuk imbal baliknya (yield) juga merupakan fungsi random dari volatilitas 

forward rates. 

Fluktuasi dalam forward rate dalam [17] berkisar 10% dan ini cukup signifikan. Dari hal 

tersebut disiimpulkan bahwa volatilitas forward rates butuh untuk ditinjau sebagai suatu medan 

kuantum (string kuantum) yang selalu berfluktuasi. Pembahasan mendalam mengenai hal ini telah 

dilakukan oleh model HJM [1] yang kemudian dikembangkan lebih lanjut oleh [12] untuk 

menghitung volatilitas stokastik. Amin dan Ng [13] mempelajari data pasar dari opsi Eurodollar 

untuk memperoleh implikasi dari laju forward rates yang volatilistik, sementara Bouchaud [14] 

menganalisis laju volatilitas dari forward rates untuk kontrak futures. Kedua referensi itu kemudian 

menyimpulkan bahwa banyak hal-hal di dalam pasar, khususnya volatilitas stokastik dari kurva 

forward rates, yang tidak dapat dijelaskan dengan model HJM. 

 Model tentang forward rates yang diajukan dalam [10] adalah model teori medan kuantum 

yang diajukan Baaquie [17], yang merupakan generalisasi dari model HJM dan memungkinkan 

untuk mengembangkan model ini guna menentukan volatilitas stoksatik forward rates. Berlawanan 

dengan teori medan kuantum, perumusan forward rates sebagai suatu string stokastik di [4], [5] 

tidak dapat dikembangkan dalam kasus volatilitas adalah stokastik selama hambatan-hambatan non 

linearitas tidak ditangani secara baik.  

 



2. TEORI MEDAN KUANTUM UNTUK FORWARD RATES DENGAN VOLATILITAS 

STOKASTIK 

Forward rates sendiri terdiri atas sekumpulan laju bunga untuk kontrak berjangka yang 

mulai berlaku pada waktu t untuk jatuh tempo pada waktu tx  . Pada saat tertentu t, kontrak 

berjangka ini akan eksis dalam pasar forward rates untuk selang waktu TFR di masa mendatang; 

Sebagai contoh, jika t mengacu ada waktu sekarang, kemudian forward ratesnya akan berlangsung 

dalam selang waktu t0 sampai dengan waktu t0+TFR. Dalam pasar TFR biasanya maksimal 30 tahun. 

Umumnya, pada saat t, semua forward rates akan eksis sampai pada waktu t+TFR [10]. Forward 

rates pada waktu t dilambangkan dengan  xtf , , dengan FRTtxt   yang kemudian di sebut 

dengan kurva forward rates. 

Karena pada waktu sesaat t terdapat banyak forward rates maka hal ini mirip dengan 

kuantum string (non relativistik) sehingga dibutuhkan sejumlah variabel independen dalam 

mendeskripsikan evolusi acaknya. Kuantitas yang dapat mendeskripsikan secara generik adalah 

sistem medan kuantum[15]. Untuk memodelkan forward rates dan obligasi, dalam makalah ini 

digunakan studi teori medan kuantum dua dimensi dalam domain euclidian berhingga. Ketika 

meninjau forward rates  xtf ,  sebagai suatu medan kuantum; maka  xtf , diambil sebagai suatu 

variabel independen yang acak untuk tiap x dan tiap t. Sebagai penyederhanaan notasi maka ditinjau 

kedua x dan t adalah kontinu dan pendiskritisasian parameter ini hanya dilakukan ketika perlu untuk 

mendiskusikan evolusi waktu dari sistem untuk yang lebih detail. 

2.1. LAGRANGIAN FORWARD RATES DENGAN VOLATILITAS DETERMINISTIK 

Pertama akan dibahas secara singkat tentang pentingnya teori medan forward rates dengan 

volatilitas deterministik. Sebagai bentuk konkretnya, misalkan forward rates di mulai dari waktu iT  

sampai pada masa mendatang di ft T . Karena semua forward rates  ,f t x selalu untuk masa 

mendatang, maka dalam hal ini x t , oleh karena itu medan kuantum  ,f t x didefinisikan sebagai 

medan dengan domain berbentuk jajaran genjang Ρ yang dibatasi oleh garis-garis sejajar x t dan 

FRx T t  dalam arah sumbu maturitas ; serta garis it T dan ft T dalam arah sumbu waktu 

sebagaimana digambarkan dalam gambar 3.1. dibawah ini: 



 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.1. Domain P  Forward Rates 

Setiap titik dalam domain P  merepresentasikan suatu variabel integrasi  ,f t x yang independen. 

Interpretasi teori medan pada evolusi forward rates sebagaimana dinyatakan dalam domain 

P  yaitu suatu string kuantum (non-relativistik) yang berpindah dengan satuan kecepatan dalam 

arah x. 

Dari model HJM,  forward rates memiliki kecepatan drift  ,t x dan volatilitas  ,t x , 

dan kedua kuantitas ini akan tampak dalam persamaan Lagrangian untuk forward rates. Guna 

mendefiniskan Lagrangian, pertama kita membutuhkan suku kinetik, yang dilambangkan dengan 

Lkinetik, guna mendefinisikan standar waktu evolusi forward rates. 

Guna mendefinisikan Lagrangian maka perlu diperkenalkan suku lain sebagai gangguan 

yang merubah bentuk forward rates  dalam arah sumbu x. Analogi dengan hal ini dalam string biasa 

adalah suku potensial dalam Lagrangian yang membuat bentuk runcing dalam string, karena bentuk 

string sendiri sebenarnya mengandung suku potensial. 

Untuk memodelkan sifat-sifat yang mirip dengan string pada forward rates, tidak dapat 

menggunakan suku turunan  2
x

f




dalam Lagrangiannya, karena hal ini hanya berlaku pada kondisi 

tanpa kehadiran arbitrase saja. Kondisi tanpa arbistrase diperlukan ini agar Lagrangian 

mengandung suku turunan dengan orde yang lebih tinggi, khususnya suku dengan bentuk  22

tx

f
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yang mirip dengan sistem string yang memiliki rigiditas berhingga. Istilah seperti ini dalam 

Lagrangian forward rates dinamakan Lrigiditas dengan parameter baru  , diberikan oleh 2

1


, yang 

menunjukkan kuantitas fluktuasi dari forward rates terhadap waktu dalam arah sumbu x. Jika 

Ti+TF

R 

Tf+TF

R 

Tf 

Ti x 



diberlakukan limit 0  , akan diperoleh hasil yang sama dengan model HJM, yang juga akan 

mirip dengan string dengan rigiditas tak hingga. 

Aksi dari forward rates diberikan oleh persamaan : 
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Dengan rapat Lagrangian  fL diberikan oleh : 

      kinetik rigiditasf f fL L L …………………………………….                    (3) 

 
 

 

 
 

 

22

2

, ,
, ,

1 1

2 , ,

 

  

      
                  
                

f t x f t x
t x t x

t t

t x x t x
                  

         ,   f t x ……………………………………………………                   (4) 

Adanya suku kedua dalam persamaan aksi yang diberikan persamaan (3) tidak dicantumkan dalam 

[14] ketika kondisinya tanpa arbitrase, dan studi empiris yang dilakukan [11] menguatkan bukti 

bahwa suku ini merupakan suku evolusi forward rates. Singkatnya, menurut [11] forward rates 

berlaku seperti string kuantum, dengan ruang dan waktu bergantung kepada kecepatan drift  ,t x , 

massa efektifnya diberikan oleh  xt ,

1


, dan rigiditas string sebanding dengan 2

1


. 

Karena teori medan didefinisikan dalam dalam domain Ρ, maka perlu untuk menspesifikasi 

syarat batas untuk seluruh empat batas jajaran genjang tersebut. 

a. Kondisi Terikat Dirichlet (awal dan akhir)  

Syarat batas awal dan akhir untuk kondisi Dirichlet dalam arah sumbu t  diberikan oleh : 

       : , , ,i f i f FR i fT T x T T T f T x f T x   ………………                       (5) 

          yang meliputi kurva forward rates dari awal sampai akhir. 

b. Kondisi Bebas Neumann 



Dalam menspesifikasi syarat batas dalam arah sumbu x, perlu menganalisis aksi yang diberikan 

oleh persamaan (1) guna menentukan bahwa dalam kondisi itu aksi tidak mengandung suku 

permukaan. Analisis ini kemudian menghasilkan kondisi Neumann dengan versi sebagai berikut : 
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dan 

  FRTtxtx  atau                    (7) 

Forward rates dalam teori medan kuantum didefinisikan oleh Integral Lintasan Feynmann 

dengan mengintegrasikan terhadap semua konfigurasi yang mungkin, dan hasil untuk  ,f t x  

adalah: 

 S f
Z D f e                      (8) 
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                   (9) 

Perhatikan bahwa   Ze fS  adalah probabilitas untuk konfigurasi medan yang berbeda yang terjadi 

ketika dibentuk integral fungsional  ,f t x . 

2.2 Lagrangian Forward Rates dengan Volatilitas Stokastik 

Untuk menyatakan fungsi volatlitas  ),( xt stokastik, dalam formalisme teori medan kuantum 

perlu untuk menaikkan ),( xt dari fungsi yang deterministik ke dalam fungsi yang random. Ada 

dua cara yang dapat digunakan guna menaikkan volatilitas menjadi kuantitas yang stokastik, yaitu: 

a. Meninjau volatilitas sebagai suatu fungsi dari forward rates  xtf ,  

b. Meninjau volatlitas sebagai suatu medan kuantum yang independen 

dalam makalah ini akan dikaji kemungkinan keduanya.  

 

 

 



2.2.1. Volatilitas sebagai Fungsi Forward Rates 

Dalam [13] telah diindikasikan bahwa volatilitas sebenarnya merupakan fungsi dari forward 

rates. Model standar menggunakan pendekatan ini dengan persamaan volatilitas secara ringkas 

diberikan oleh : 

       xtfxtxtfxt v ,,,,, 0                  (10) 

dengan  

 xt,0  adalah fungsi deterministik                (11) 

karena volatilitas ),( xt > 0, maka  xtf ,  juga >0, berlawanan dengan persamaan (4), diperoleh: 

       xtefxtf xt ,;0, ,

0                 (12) 

dengan  xtf ,  > 0 karena forward rates di pasar finansial selalu positif dan hal ini akan dipakai 

dalam perhitungan selanjutnya. Dengan limit 0  dalam persamaan (10) akan menghasilkan 

cakupan volatilitas model HJM. 

Adapun pandangan-pandangan empiris volatilitas sebelumnya menurut [13] diberikan dalam 

tabel 3.1. berikut: 

Model Volatilitas 

Ho dan Lee (1986)    0,,,  xtfxt  

CIR (1985) 
    xtfxtfxt ,,,, 2

1

0   

Courtadon (1982)     xtfxtfxt ,,,, 0   

Vasicek (1997)      txxtfxt   exp,,, 0  

Heath-Jarrow-Morton / HJM (1992)        xtftxxtfxt ,,,,,, 10    

Tabel 3.1. Berbagai Rumusan Volatilitas 



Makalah ini akan membahas bentuk umum Lagrangian dalam persamaan (3) untuk kasus 

forward rates yang selalu positip. Interpretasi Lagrangian dalam persamaan (3) akan valid jika 

semua forward rates mendekati nilai tertentu 0f . Oleh karena itu menghasilkan persamaan: 
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oleh karena itu dibuat mapping sebagai berikut: 
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Persamaan (3) kemudian digeneralisir menjadi : 
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nantinya dalam penurunan Hamiltonian- sistem akan memerlukan perhitungan dengan solusi trivial 

dalam integrasinya 

Fungsi Partisi didefinisikan secara teori oleh Integral Lintasan Feynmann sebagai berikut: 

 


  SvefDZ                  (17) 

   
 
 








 
Pxt

vv xtfxtdfD
,

,,                (18)  

dengan syarat batas yang diberikan untuk  xtf ,  dalam persamaan (5) dan (6) tetap berlaku untuk 

mempertahankan volatilitas stokastik dalam Lagrangian di persamaan (16). 

 



2.2.2. Volatilitas sebagai Suatu Medan Kuantum yang Independen 

Sekarang akan dibahas asumsi yang kedua, yaitu jika volatilitas  xt,0  ditinjau sebagai 

suatu medan kuantum yang independen. Karena hanya dapat menentukan efek dari volatilitas pada 

forward rates, maka seluruh efek-efek dari volatilitas stokastik akan dimanifestasikan hanya 

melalui perilaku forward rates saja. 

Guna penyederhanaan, ditinjau forward rates sebagai suatu medan kuantum sebagaimana 

dalam persamaan (4), dengan: 

     xtfxtf ,:,                  (19) 

karena fungsi volalititas  xt,0  selalu positif, yaitu   0,0 xt  maka diperkenalkan sebuah medan 

kuantum lain  xth , dengan hubungan sebagai berikut : 

        xthext xth ,,, ,

00                (20) 

tanda – (negatif) diambil bertujuan untuk meyakinkan secara notasi saja. 

Sekarang sistem terdiri atas dua medan kuantum yang saling berinteraksi, dinamakan dengan 

 xtf , dan  xth ,  serta mengikuti aturan-aturan sebagai berikut : 

 Parameter   adalah kuantitas yang menentukan bahwa medan  xth ,  tidak deterministik. Suatu 

Limit 0 akan membekukan semua fluktuasi medan  xth ,  dan mereduksinya menjadi 

fungsi yang deterministik. 

 Parameter  berfungsi mengendalikan fluktuasi  xth ,  dalam arah sumbu x, yang hal ini sama 

dengan parameter   yang mengendalikan fluktuasi dari forward rates  xtf , dalam arah sumbu 

x juga. 

 Parameter  dengan: 11    adalah kuantitas korelasi medan kuantum forward rates 

 xtf , dengan medan kuantum volatilitas  xth , . 

 Suku drift dari volatilitas dinamakan  xt, , dimana analog dengan suku drift  xt,  untuk 

forward rates. 

Lagrangian untuk sistem yang berinteraksi di sini tidak unik, artinya ada sejumlah pilihan yang 

dapat memenuhi kondisi di atas. Suatu Lagrangian yang mungkin untuk sistem yang berinteraksi 



dituliskan dengan analogi Lagrangian untuk kasus volatilitas stokastik pada sekuritas tunggal di [9], 

yaitu : 
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dengan persamaan aksi : 

   P
LhfS ,                  (22) 

disini perlu untuk menspesifikasi syarat batas bagi sistem yang berinteraksi. Kondisi awal dan akhir 

dari forward rates  xtf , yang diberikan oleh persamaan (5) tetap dipertahankan untuk kasus sistem 

yang berinteraksi, dan untuk medan volatilitas syarat batasnya mirip, sebagai berikut : 

a. Syarat Batas Terikat Dirichlet (awal dan akhir) 

Nilai awal dispesifikasi dari data sebagai berikut: 

     xTxTTxTT fiFRfi ,,,,                 (23) 

yang berlaku khusus kurva volatlitas  awal dan akhir. 

Syarat batas dalam arah sumbu x untuk forward rates  xtf , sebagaimana dalam persamaan (6) 

tetap dipertahankan pada kasus sistem yang berinteraksi, dan untuk medan volatilitas syaratnya  

sebagai berikut : 

b. Syarat Batas Bebas Neumann 
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TxT fi                 (24) 

          FRTtxatautx ;                 (25) 

untuk keperluan kuantisasi medan volatilitas  xt, , syarat batas forward rates  xtf ,  yang 

diberikan oleh persamaan (6) sebenarnya tidak biasa. Guna memecahkan kondisi tanpa arbitrase, 



ditemukan bahwasanya   merupakan fungsional berbentuk kuadratik dari medan volatilitas 

 xt, . Oleh karena itu syarat batas dalam persamaan (6) sesungguhnya adalah bentuk interaksi 

antara medan  xtf , dan medan  xth , . 

Dalam hal ini perlu mendefinisikan perhitungan integrasi untuk medan  xth , . Hamiltonian 

untuk sistem yang berinteraksi adalah sebagai berikut : 
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Fungsi partisi teori medan kuantum untuk forward rates dengan volatilitas stokastik didefinisikan 

oleh Integral Lintasan Feynmann sebagai berikut : 


 1DfDZ                   (28) 

Nilai pasar yang diamati oleh suatu instrumen keuangan, disebut  hf ,O , menyatakan nilai rata-rata 

instrumen keuangan yang melingkupi semua nilai-nilai yang mungkin dari medan kuantum 

 xtf , dan  xth ,  -dinotasikan dengan  hfO , -, dengan rapat probabilitas diberikan oleh aksi 

(yang telah dinormalisasi) dengan simbol : 

     


 hfSehfDfD
Z

hf ,1 ,
1

, OO                 (29) 

Jika ditinjau limitnya volatilitas akan terseduksi menjadi fungsi yang deterministik, dimana  

untuk limit ini nilai  , dan 0 . Suku kinetik medan  xth ,  dalam aksi di persamaan (22) 

memiliki limit : 
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yang mengimplikasikan bahwa:  

      xthext ,

0,                  (31) 



            ,,,''exp
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0 O 
t

t
xtdt                (32) 

 

2.3. Hamiltonian dan Ruang Keadaan 

Integral Lintasan Feynmann yang diberikan di persamaan (17) dan (18) berfungsi untuk 

menghitung  nilai ekspektasi dari medan kuantum. Guna mempelajari evolusi waktu dari kuantitas-

kuantitas laju bunga, maka perlu untuk menurunkan Hamiltonian sistem dari persamaan 

Lagrangiannya. Cara yang ditempuh dalam makalah ini akan berlawanan dengan cara [9], dimana 

dalam [9] Lagrangian untuk harga saham dengan volatilitas stokastik justru diturunkan dari 

Hamiltonian sistemnya. 

Ruang keadaan dari teori medan adalah ruang keadaan vektor linier, yang dinotasikan 

dengan V, terdiri atas sejumlah fungsional medan konfigurasi pada waktu terikat t [9]. Dua ruang 

keadaan dari V –dinotasikan dengan Vrangkap- terdiri atas semua pemetaan linier dari V menjadi 

bilangan kompleks, yang juga merupakan ruang vektor linier. Tinjau sebuah elemen V dinotasikan 

oleh g  dan sebuah elemen Vrangkap dinotasikan oleh p ; maka gp  adalah suatu bilangan 

kompleks. Dalam hal ini ditinjau V dan Vrangkap sebagai ruang keadaan suatu sistem. H, operator 

Hamiltonian –yang dalam kuantum analog dengan energi- adalah sebuah elemen tensor produk 

ruang rangkapVV  . Matriks elemen H adalah bilangan kompleks yang diberikan oleh gp .  

Dalam kasus ini, akan dipelajari lebih lanjut mengenai ruang keadaan dan Hamiltonian 

forward rates. Untuk mudahnya notasi ditinjau medan kuantum forward rates  xtf ,  memenuhi 

medan kuantum  xtf ,  dan  xth , . Karena Lagrangian di persamaan (21) merupakan turunan 

pertama terhadap waktu saja, maka akan ada sebuah generator infinitesimal yang disebut dengan 

hamiltonian H. Merumuskan hamiltonian untuk forward rates adalah hal yang sulit karena domain 

P memiliki struktur non-trivial, dan medan kuantum forward rates akan memiliki ruang keadaan 

yang berbeda-beda untuk tiap waktu sesaat t. 

Untuk mengatasinya, perlu mendiskritisasi baik t dan x dalam suatu kisi yang berhingga, 

dengan ruang kisi meliputi arah t dan x dinotasikan dengan  (untuk sebuah string yang bergerak 

dengan kecepatan  , maturitas kisi akan berjarak  ). Dalam kisi ini, waktu minimum suatu 

kontrak berjangka dinotasikan dengan waktu; dan untuk aplikasinya =1 hari. Domain yang baru 

P
~

adalah sebagai berikut: 



 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.2. Domain diskrit P
~

 

Definisi diskrit dari domain P
~

diberikan oleh : 

   lnxt ,,   dengan n,l integer                (33) 

   FRfiFRfi NNNTTT ,,,,                  (34) 

    FRfi NnlnNnNln  :,
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  kisi P              (35) 

  lnfxtf ,,                    (36) 
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fungsi partisinya sekarang berupa integral lipat berhingga yang dinamakan: 
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Sekarang tinjau dua irisan kisi yang berdekatan yang diberi label n dan 1n  sebagaimana 

ditunjukkan dalam gambar 3.3 dibawah ini.  nS  adalah aksi yang berkaitan dengan forward rates 

pada dua irisan waktu ini. 
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Gambar 3.3.Potongan dua kisi untuk nt   dan  1 nt  

Dapat dilihat dalam Gambar 3.3, untuk 2 irisan kisi waktu ini ada dua tempat kisi di sudut 

yang tidak sebanding, kisi pada lokasi kisi  nn,  pada waktu n dan  FRNnn  1,1  pada waktu 

1n  tidak umum. Kita akan mengisolasi variabel yang tidak sebanding ini sebagai berikut: 

Variabel-variabel pada waktu n berlaku: 

   FRlnnnnn NnlnfFFf   ,1,

~
;

~
,               (40) 

Variabel-variabel yang berada pada waktu  1n berlaku : 

   FRlnnNnnn NnlnfFfF
FR

  11;, ,11,1              (41) 

Perhatikan bahwasanya meskipun variabel nF mengacu kepada waktu  1n , tetapi tetap 

diarahkan labelnya dengan waktu sebelumnya untuk pembuktian lebih lanjut. Dari gambar 3.3, 

sejumlah variabel nF  dan nF
~

 melingkupi lokasi kisi yang sama dalam arah x yaitu pada 

FRNnln 1 , dan oleh karena itu memiliki jumlah forward rates yang sama yang dinamakan 

1FRN . Hamiltonian akan dapat diekspresikan dalam ungkapan variabel-variabel ini. 

 Dari turunan diskrit waktu yang didefinisikan di pers (37), aksi diskrit  nS  mengandung 

suku-suku yang berpasangan karena adanya titik-titik bersama dalam kisi untuk 2 irisan kisi waktu 

yang nama-nama variabelnya dimiliki oleh sejumlah nF
~

; nF . Untuk itu aksinya adalah: 

   
 
 

l

lnlnn ffnS ,1, ,L                  (42) 

   
 


l

nnn FFnS ;
~L                  (43) 

sebagaimana ditunjukkan dalam gambar 3.4, aksi untuk seluruh domain P
~

 yang ditunjukkan oleh 

gambar 3.2 dapat dibangun dengan mengulang konstruksi di gambar 3.3 dan menjumlahkan seluruh 

aksi  nS  terhadap semua waktu fi NnN  . 



 

 

 

 

 

Gambar 3.4. Merupakan rekonstruksi kisi dari dua irisan waktu 

Hamiltonian dari forward rates adalah sebuah operator yang bekerja pada ruang keadaan 

forward rates; oleh karena itu perlu untuk menentukan koordinat-koordinat dari ruang keadaannya. 

Tinjau lagi 2 irisan waktu yang berurutan n dan n+1 dari Gambar 3.4. Sekarang 

interpretasikan 2 forward rates sesaat pada 2 irisan waktu yang berurutan,  nnn Ff
~

,,  dan 

 
FRNnnn fF  1,1,  yang diberikan di persamaan (40) - yang tampak dalam persamaan aksi di (42)- 

sebagai koordinat ruang keadaan V dan V dual 

Untuk tiap waktu sesaat n, ada sejumlah ruang keadaan nV dan n,rangkapV . Koordinat-kordinat 

ruang keadaan nV dan 1n V  diberikan oleh tensor produk dari ruang keadaan untuk setiap titik 

maturitas l, yang dinamakan: 

nnnln
Nnln

n Ffff
FR

~~
,, 


                (44) 

yaitu koordinat keadaan untuk n,rangkapV  

FR
FR

Nnnnln
Nnln

n fFff 
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1                (45) 

yaitu koordinat keadaan untuk 1nV  

Vektor keadaan nF  milik yang ruang keadaan 1n V , tapi kembali diinterpretasikan bahwa 

nF  sebagai ruang keadaan nF  pada waktu sebelum n, maka dari interpretasi ini dapat dipelajari 

sistem secara sesaat menggunakan  formalisme Hamiltonian. Ruang keadaan nV  terdiri dari semua 

unsur kemungkinan fungsi RN  forward rates  nnn Ff
~

,, . Ruang keadaan nV  ini berbeda untuk tiap n 

yang berbeda, karena sejumlah forward rates berisi sejumlah variabel yang independen. 



Meskipun ruang keadaan nV dan 
1n V  tidak identik, ada suatu irisan dua ruang ini yang 

disebut 1nn VV   yang melingkupi interval yang sama dalam arah maturitas, dan terkopel oleh aksi 

 nS . Irisan ini menghasilkan sebuah ruang keadaan nF  dimana didalamnya berlangsung 

Hamiltonian evolusi forward rates. Dalam simbol-simbolnya, kita memiliki : 

FRNnnn f   1,1F1nV                  (46) 

nrangkapnnnrangkap f ,., FV                  (47) 

1,:  nnrangkapnnnn H VVFFH               (48) 

Hamiltonian nH  adalah elemen produk tensor ruang yang dilingkupi oleh operator nn FF
~

, 

penamaan operator ruang diberikan oleh nrangkapn ,FF  . Ruang vektor nV  dan Hamiltonian nH  

bekerja pada ruang seperti ditunjukkan dalam Gambar 3.5 berikut 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.5. : Propagasi Hamiltonian nH dalam Ruang Forward rates nV  

Perhatikan bahwa kedua keadaan nF  dan nF
~

 memiliki ruang keadaan yang sama nF , 

dan dengan menggunakan aturan putar untuk mengindikasikan dua keadaan ini berbeda; sebagai 

contoh dua keadan f  dan f  mengidikasikan bahwa satu keadaan adalah rangkap dari keadaan 

lainnya.  

Setelah dikaji semua kemungkinan nilai forward rates dan f̂ , maka sekarang perlu untuk 

mengkaji basis lengkap dari ruang keadaan nV , terutama operator untuk nV , dilambangkan nI  yang 

nH  

1nH  

nV  

1nV  

2nV  



merefleksikan bahwa basis ruang keadaan adalah lengkap. Persamaannya menurut [9] diberikan 

oleh: 





FRNnln
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     nnnnnnnnn FfFfFddf
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;
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. ,,,                 (50) 

Hamiltonian sistemH didefinisikan oleh Formulasi Feynmann (sampai di normalisasi) dari 

persamaan (42), yaitu: 
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dimana secara umum n adalah suatu suku medan independen. Dengan menggunakan sifat aksi 

diskrit yang diberikan di persamaan (43), kita peroleh: 
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               (52) 

                              nn FeF nH
~

               (53) 

Berangkat dari persamaan (50)  ke persamaan (53) ternyata hubungan irisan kisi waktu n 

dan 1n  masing-masing tidak mengandung variabel nnf , dan 
FRNnf 1 . Hal ini menjadikan 

Hamiltonian tidak bergantung pada variabel-varibel ini. Interpretasi persamaan (53) adalah bahwa 

Hamiltonaian mempropagasi keadaan awal nF
~

 dalam waktu   menjadi keadaan akhir nF . 

Perhatikan hubungan ini: 

nnNnnnnnn FeFfFeFf n

FR

n HH 






~
,

~
, 1,1,               (54) 

menunjukkan bahwa ada suatu asimetri dalam arah waktu, dengan Hamiltonian masih tidak 

bergantung pada forward rates paling awal nnf ,  di keadaan mula-mula dan forward rates terakhir 

FRNnf 1  di keadaan akhir. Inilah asimetri dalam propagasi forward rates yang menghasilkan 

domain jajaran genjang P
~

di gambar 3.2, dan merefleksikan bahwa forward rates  xtf ,  hanya 

eksis untuk tx  .  



Guna penyederhanaan notasi, mulai sekarang digunakan notasi kontinu kembali, khususnya 

ruang keadaan dilabelkan dengan tV , vektor keadaan oleh tf . Elemen dari ruang keadaan 

forward rates tV  mencakup semua instrumen keuangan yang diperdagangkan di pasar pada waktu 

t. Dalam notasi kontinu dari persamaan (45) diperoleh: 

 xtff
FRTtxt

t ,


                  (55) 

 xtfF
FRTtxt

t ,


                  (56) 

dalam notasi kontinu, perbedaan antara vektor  keadaan tf  dan tF  hanya di persamaan (56), 

yaitu saat titik tx   tidak termasuk dalam tensor produk untuk yang kontinu.  

Fungsi pastisi Z yang diberikan di persamaan (38) dapat direkonstruksi dari Hamiltonian 

dengan menerapkan secara rekursif prosedur yang dibahas untuk dua irisan kisi waktu yang 

berurutan. Maka untuk notasi kontinu kita peroleh: 
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  HT exp                (58) 

dimana simbol T  dalam persamaan diatas berkedudukan sebagai operator waktu (non-commut) 

dalam argument, dengan waktu paling mula-mula diletakkan di kiri. 

 

2.3.1. Vektor Keadaan Obligasi 

 Vektor keadaan yang paling penting dalam keuangan adalah kupon obligasi biasa dan 

obligasi tanpa bunga (zero coupon bonds). Tinjau sebuah obligasi tanpa bunga bebas resiko yang 

jatuh tempo (maturitas) pada waktu T dengan pembayaran sebesar $1. Harga obligasi pada waktu 

Tt  t diberikan oleh : 
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                (59) 



vektor keadaan  TtP ,  adalah sebuah elemen ruang keadaan tV . vektor keadaan saham dapat 

dituliskan sebagai berikut: 

   TtPfTtP t ,,                   (60) 

           
 dxxf

T

te





                  (61) 

vektor keadaan yang lain adalah kupon obligasi biasa B  dengan pembayaran sejumlah lc pada 

saat lT , dan pembayaran akhir L pada waktu T. Vektor keadaan obligasi biasa adalah superposisi 

linier dengan zero coupon bond dan diberikan oleh persamaan: 

      
l

ll TtPLTtPct ,,B                 (62) 

  

2.4. Hamiltonian untuk  Forward Rates dengan Volatilitas Stokastik 

Sebelumnya telah diperoleh persamaan umum untuk Hamiltonian dan ungkapan suku aksi S 

sebagaimana dalam persamaan (53), dan perlu untuk menerapkan formula ini dalam kasus khusus 

Largangian forward rates guna memperoleh persamaan Hamiltoniannya secara eksplisit. Dari 

persamaan (53) diperoleh persamaan sebagai berikut: 

   
 nnnnl n FFHHnS

n ee
~

,;
~

,


 L
                  (63) 

nnnn HFeHF n ;
~

;
~ H

                  (64) 

dimana dalam persamaan diatas secara eksplisit sudah memuat volatilitas medan kuantum  xth , . 

Untuk penyederhaan notasi, tinjau sumbu arah x maturitas adalah kontinu, dan tinjau hanya 

waktu yang diskrit. Dalam notasi kontinu keberadaan variabel waktu t dan t dihitung dan di 

analisis variabel yang tampak pada batas interval  FRTtxt  . Aksi  nS  untuk  nt sebagai 

berikut: 

   xtnS n , L                   (65) 





FRTt

t
dx                   (66) 



 

2.4.1.Hamiltonian untuk Forward Rates dengan Volatilitas Stokastik 

Sebelumnya telah diperoleh Hamiltonian untuk kasus sederhana dari volatilitas sebagai 

suatu fungsi forward rates. Mengingat kembali Lagrangian sistem yang diberikan oleh : 

      rigiditaskinetik LLL                    
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Pada diskritisasi Lagrangian yang diperoleh menggunakan syarat batas persamaan (6), bahwa: 
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Sekarang kembali menuliskan persamaan (68) menggunakan Integrasi Gaussian akan diperoleh : 

(konstanta yang tidak berhubungan diabaikan) 
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merupakan syarat batas kondisi Neumann. 

Sebuah turunan eksplisit didefinisikan dari propagator  txxD ;',  menghasilkan : 
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Tinjau definisikan suku yang didefinisikan sebagai berikut: 
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dengan menskala kembali  xp  sebagai berikut : 
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maka akan diperoleh: 
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Ingat kembali persamaan (53) bahwa Hamiltonian didefinisikan sebagai: 
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Dan dengan menghilangkan t  dalam t , Hamiltonian forward rates menjadi: 
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Hamiltonian adalah non-hermitian dengan nilai eigen kompleks. Meskipun hal ini merupakan 

masalah dalam fisika, hal ini tidak terjadi di finansial karena Hamiltonian bukanlah besaran 

kuantitas (seperti energi) yang memiliki nilai eigen yang observabel, dan oleh karena itu tidak harus 

memiliki nilai eigen yang real. 

   

2.4.2 Hamiltonian untuk Forward Rates dan Volatilitas Medan Kuantum 

Sekarang tinjau kasus ketika fluktuasi forward rates dan volatilitas yang direpresentasikan 

sebagai medan kuantum yang terpisah, sebelumnya menguji Lagrangian yang diberikan dalam 

persamaan (21), yaitu: 
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             (78) 

kemudian ingat kembali 

     xthxtf ,,,                  (79) 

dengan melakukan diskritisasi waktu, dan untuk penyederhanaan notasi waktu dan maturitas, maka 

dituliskan Lagrangian dalam notasi matriks berikut: 
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dan  

  tt ffA
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  tt hhB
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                  (83) 

Perhatikan bahwa dalam memperoleh persamaan (80) untuk  nS  telah menggunakan syarat batas 

kondisi medan yang diberikan dalam persamaan (6) dan (24). 

Sekarang kembali menuliskan persamaan (80) menggunakan Integrasi Gaussian dan 

memperoleh (abaikan konstanta yang tidak relevan): 
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M           (84) 

mengingat dari persamaan (37) bahwa Integral Lintasan Feynman memiliki perhitungan non-trivial 

dalam menghitung  xt,1  dan dalam memperoleh Hamiltonian perhitungan ini akan dilibatkan. 

Definisikan suku perhitungan dengan: 

 


x
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dan dengan menskala variabel p dan q dalam persamaan (84) untuk tiap x: 

pp                     (86) 

qq                     (87) 

kemudian diperoleh dari persamaan (84) : 
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menunjukan bahwa perhitungan di atas dapat dibatalkan. Kemudian sebelumnya diperoleh: 
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dan yang menghasilkan Hamiltonian untuk forward rates serta volatilitas sebagai suatu medan 

kuantum independen diberikan oleh persamaan berikut : 
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dari persamaan (81) diperoleh: 
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 dengan kondisi batas Neumann           (94) 

Untuk memecahkan keadaan tanpa kehadiran arbitrase, dibutuhkan : 
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2.5. Perumusan Hamiltonian untuk Keadaan Tanpa Kehadiran Arbitrase 

Prinsip keadaan tanpa kehadiran arbistrase adalah pusat dari teori finansial, dan integral 

lintasan yang membahas formulasi prinsip ini diberikan dalam [10]. Untuk kasus volatilitas 

deterministik, Lagrangian forward rates yang diberikan oleh persamaan (3) adalah kuadratis, dan 

kemudian kondisi tanpa kehadiran arbitrase dapat dipecahkan dengan tepat dengan melakukan 

Integrasi Lintasan Gaussian [10]. Sedangkan untuk kasus volatilitas yang stokastik, Lagrangiannya 

adalah non-linier dan kemudian kondisi tanpa kehadiran arbitrase tidak dapat dipecahkan secara 

eksplisit menggunakan integral lintasan; untuk alasan inilah kemudian akan kembali dirumuskan 

kondisi tanpa kehadiran arbitrase menggunakan Hamiltonian. Perumusan Hamiltonian untuk teori 

non-linier dari forward rates dengan volatilitas stokastik memenuhi solusi yang eksak untuk 

keadaan tanpa arbitrase. 



Pertama, akan menurunkan perumusan Hamiltonian untuk kasus sekuritas tunggal S, karena 

untuk produk turunan untuk forward rates akan lebih kompleks 

 

2.4.1 Sekuritas Tunggal tanpa Arbitrase 

Tinjau suatu opsi dalam sebuah sekuritas xS e yang akan jatuh tempo pada waktu T dan 

memiliki fungsi payoff diberikan oleh  ,g x K dimana K adalah strike price. Sebagaimana telah 

didiskusikan dalam [10], evolusi bebas resiko suatu sekuritas diberikan oleh Hamiltonian sH , 

dengan nilai opsi pada waktu t T diberikan oleh: 

       




 ''', xgxexdxextf stTtTr H
               (97) 

dimana r adalah suatu konstanta laju bunga bebas resiko sesaat) 

 Kondisi martingale untuk evolusi bebas resiko dari suatu sekuritas merupakan potongan 

evolusi dari harga mendatang sekuritas itu pada waktu mendatang tertentu, sebut saja ,*t . Nilai ini 

adalah sama, pada saat rata-rata, dengan harga sekuritas ketika waktu mula-mula t. Persamaan 

kondisi martingale menyatakan bahwa: 

    
     *,
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*
txSeEtxS
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tt


                 (98) 

dimana notasi    YE tt *, merupakan rata-rata dari nilai Y untuk semua variabel stokastik dalam 

interval waktu  *,tt . Dari persamaan (97) dapat diperoleh : 

       ''' ** xSxexdxexS sttttr









H
               (99) 

  
SxxexdxSx
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             (100) 

dengan menggunakan kelengkapan persamaan untuk sekuritas tunggal yang diberikan oleh : 





 xxdxI                   (101) 

Dari persamaan (100) akan menghasilkan persamaan operator yaitu : 



  
0

ˆ
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SeS

rHtt s                (102) 

Karena *t adalah waktu arbitrase, maka diperoleh: 

  0 SrsH                 (103) 

 

2.5. 2. Perumusan Forward Rates Tanpa Kehadiran Arbistrase 

Prinsip tanpa kehadiran arbitrase menyatakan bahwa harga  dari obligasi  TtP ,*  pada 

waktu di masa mendatang ttT  *  adalah sama dengan harga obligasi itu pada waktu t, di potong 

oleh laju bunga bebas resiko    ttftr , . Dengan kata lain : 
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dimana    YE tt *, menunjukkan nilai rata-rata Y yang meliputi seluruh variabel stokastik dalam 

interval waktu  *,tt . Dalam kaitannya dengan Integral Lintasan Feynmann, Persamaan (104) 

menghasilkan (dihitung untuk  ): 
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Terdapat dua domain yang dilibatkan dalam integral lintasan di persamaan (105), disebut dengan 

domain dari treasury bond yang juga berada di dalam domain forward rates. Domain ini 

ditunjukkan oleh gambar 3.6 berikut: 

 

 

 

 

 

 

 

 

Gambar 3.6. Domain tanpa Arbitrase untuk Treasury Bonds 
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Meskipun dituliskan dalam bentuk integral, kondisi persamaan (105) sebenarnya merupakan 

suatu diferensial karena mengandung bentuk *t  kemudian diambil tt* . Alasan perlu untuk 

meninjau perubahan yang infinitesimal saja untuk forward rates adalah karena ruang keadaan tV  

memiliki sifat bergantung terhadap waktu. Untuk evolusi waktu infinetesimal, fungsi dalam 

persamaan (105) gagal untuk mengintegrasikan terhadap variabel waktu akhir tf
~

 pada waktu kisi 

t , sehingga: 

        


 TtfPeefDTtP
ffttf
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             (106) 

kemudian dituliskan kembali  persamaan diatas dalam bahasa vektor keadaan, yang dinamakan 

dengan: 

       



 TtPffeeffDTtPf tt

ttf

ttt ,
~~~

, , H           (107) 

Telah dimiliki dari kelengkapan yang diberikan persamaan (49) bahwa : 

  tttt fffD
~~~

I                (108) 

kemudian dari persamaan (107) bahwa : 

       TtPeefTtPf tttf

tt ,, ,   H              (109) 

       TtPeeTtP tttf ,, ,   H              (110) 

dapat dibuktikan dengan menggunakan representasi zero coupon bond secara eksplisit dari 

persamaan (61) bahwa : 

     TtPTtPe ttf ,,, 
              (111) 

kemudian kita punya: 

     TtPeTtP t ,,   H              (112) 

                           0,  TtPtH                (113) 



Perumusan diferensial untuk tak ada arbitrase, yang dinamakan zero coupon bond –yang juga 

berlaku untuk tiap zero coupon bond- dianihilasi oleh Hamiltonian Ĥ , yaitu : 

    0, TtPtH  untuk semua t, T              (114) 

Perhatikan similaritas persamaan diatas dengan kasus untuk sekuritas tunggal dalam persamaan 

(103). Adanya kasus pemotongan terlihat sangat berbeda untuk kedua kasus. Spot rate r merupakan 

suatu konstanta dalam kasus sekuritas tunggal , sementara dalam kasus forward rates pemotongan 

oleh spot rate merupakan suatu faktor yang dibutuhkan untuk mentransformasikan waktu 

mendatang dari obligasi  TtP ,  ke waktu sebelumnya, yang dinamakan  TtP ,  

 

2.6. Kondisi Tak Ada Arbitrase untuk Volatilitas Stokastik 

Dengan menggunakan Hamiltonian untuk forward rates dengan volatilitas stokastik yang 

diberikan dalam persamaan (77) dan (91), dapat diaplikasikan pada keadaan tanpa arbitrase yang 

diperoleh di persamaan (114), yaitu: 

    0, TtPtH                 (115) 

atau secara lebih eksplisit lagi adalah : 
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2.6.1 Kondisi Tak Ada Arbitrase Untuk Volatilitas Sebagai Suatu Fungsi Forward rates 

Di tinjau kembali persamaan zero coupon bond yang diberikan oleh : 
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yang kemudian menghasilkan : 
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Sementara dari persamaan (116) dan (77) dapat diperoleh: 
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merupakan persamaan untuk kondisi tanpa arbistrase 

Perhatikan bahwa kondisi tanpa arbitrase yang diberikan di atas tidak terkandung dalam 

solusi model HJM untuk kecepatann drift yang semuanya berbentuk kuadratis dalam medan-medan 

volatilitas [13]. Kehadiran forward rates  xtf ,  secara langsung dalam kecepatan drift muncul 

secara alamiah dalam formulasi teori medan kuantum, dan hal ini menunjukkan bahwa suku kinetik 

dalam Lagrangian untuk kasus   ,f  - yang disebut 
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  ,0f  . 

Secara fakta, dapat dibuktikan suatu hasil yang lebih umum dari aksi  S  untuk kasus 

dimana volatilitas stokastik merupakan fungsi dari forward rates. Dituliskan Lagrangian secara 

umum sebagai : 

      



 xtW

t
xtUumum ,,


LL              (120) 

U, W : arbitrase lokal yang merupakan fungsi dari  xtf ,            (121) 

kemudian dari keadaan tanpa arbitrase menghasilkan : 

    0,,  xtWxtU                 (122) 

suku tensi string dalam Lagrangian akan memiliki bentuk: 
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dimana hal ini tidak diijinkan dalam keadaan tanpa arbitrase.  



2.6.2. Keadaan Tanpa Arbitrase Untuk Volatilitas Sebagai Medan Kuantum Yang 

Independen 

 Dari Hamiltonian yang diberikan dalam persamaan (91) dapat dilihat bahwa, sebagaimana 

dalam kasus di bawah, 
h


 bernilai nol dalam persamaan (116) karena dalam zero coupon bond 

tidak bergantung secara eksplisit pada medan volatilitas. Dengan menggunakan fakta bahwa : 
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kemudian dari menggabungkan persaman (116), (91) dan (124) diperoleh: 
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merupakan persamaan untuk kondisi tanpa arbitrase 

Karena tidak ada instrumen dalam pasar finansial sekarang ini yang dapat menyajikan 

perdagangan dalam volatlitas dari forward rates secara langsung, maka sulit untuk mengaplikasikan 

kondisi martingale dari medan volatilitas, khususnya kecepatan drift dari medan volatilitas, yang 

disebut dengan  xt, , menjadi fungsi medan lain dan parameter-parameter teori lainnya. Dari 

alasan inilah kemudian   harus ditentukan secara empiris dari pasar. Untuk memperoleh limit 

volatilitas deterministik, maka perlu untuk mengambil limit ,,  dan 0 . Dari sini akan 

diperoleh: 

0,,                   (126) 

r                  (127) 

0r                  (128) 

   txxDtxxG ;',;',                 (129) 



dengan propagator  txxD ;', diberikan oleh persamaan (71). 

 Dengan menerapkan beberapa identitas, propagator  txxD ;',  yang diberikan dalam 

persamaan (71) diatas benar-benar sama dengan hasil yang diperoleh dalam [10] dengan 

menggunakan teknik integral. Kemudian dari keadaan tanpa arbitrase diperoleh  untuk kasus 

volatilitas deterministik menggunakan Hamiltonian sama dengan yang diperoleh dengan hasil 

sebelumnya yang menggunakan integral lintasan. Sedangkan dengan memasukkan  xt,  yang 

diberikan dalam persamaan (125) ke dalam Lagrangian menghasilkan hasil akhir dalam makalah 

ini. Sebagai notasi, didefinisikan  fungsi non-lokal dalam medan volatilitas berikut : 
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Sehingga diperoleh hasil akhir Lagrangian : 
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Lagrangian yang diberikan oleh persamaan diatas merupakan deskripsi yang utuh secara teori dari 

forward rates dengan volatilitas stokastik. Semua paraameter dalam teori, yang dinamakan dengan 

fungsi  xt,  dan parameter  ,,K  dan   perlu untuk ditentukan dari data pasar. Selama adanya 

medan  xtv , , dapat diperoleh bahwasanya Lagrangian non-lokal, dengan fungsi  txxG ;',  

mengandung semua informasi yang dibutuhkan dengan asumsi tidak ada arbitrase. 

 Jadi, ada 2 generalisasi yang dapat dilakukan dengan Lagrangian:  dalam persamaan (131), 

yang menunjukkan bahwa forward rates dapat dibuat positip, yaitu 0f , dan yang kedua adalah 

bahwa propagator  txxG ;',  dapat memuat efek-efek lain yang lebih kompleks yang datang dari 

depedensi maturitas terhadap parameter rigiditas  . 



KESIMPULAN 

 Kita telah melakukan generalisasi model teori medan kuantum untuk forward rates dengan 

volatilitas stokastik dengan memperlakukan volatilitas sebagai fungsi dari forward rates atau 

sebagai suatu medan kuantum yang independen. Dalam kasus keduanya, Integral Lintasan Feynman 

dapat secara baik dikembangkan untuk menghitung volatilitas stokastik. 

Untuk kasus volatilitas yang deterministik, telah ditemukan dalam [10] bahwa efek teori 

medan kuantum 2 dimensi direduksi menjadi teori medan kuantum satu dimensi selama 

memecahkan sifat-sifat Lagrangian. Bagaimanapun, ketika memperlakukan volatilitas sebagai suatu 

medan kuantum, teori ini tetap dalam 2 dimensi dan tak dapat direduksi lagi, dan dari sini sifat-sifat 

teori medan kuantum berlaku. 

Untuk memecahkan solusi eksak dari kasus tanpa keberadaan arbitrase untuk volatilitas 

stokastik, kita meninjau kondisi tanpa arbitrase sebagai suatu kondisi yang melibatkan hamiltonian 

sistem. Untuk memperoleh Hamiltonian forward rates, kita pertama menganalisis ruang keadaan 

sistem, yang kemudian menghasilkan non-trivial ketika mendefinisikan domain forward rates 

sebagai suatu jajaran genjang.Hamiltonian forward rates adalah suatu rumusan yang independen 

dari teori forward rates dan dapat mengungkap perilaku dari forward rates. 

Model forward rates dengan volatilitas stokastik memiliki sejumlah parameter bebas yang 

hanya dapat ditentukan dengan mempelajari pasar. Kita juga kemudian perlu untuk menganalisis 

secara numerik model sehingga dapat mengkalibrasinya. Langkah pertama ke arah ini telah 

diselidiki oleh [11] dan perhitungannya sekarang tengah dikembangkan untuk kasus volatilitas yang 

stokastik. 
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