FUNGSI KHUSUS
DALAM BENTUK
INTEGRAL



Definisi

Buktikan bahwa : OI — 1

Ol = TXOG_X dx = Te_x dx = —-e”*
0 0

Terbukti

FUNGSI FAKTORIAL

jx”e‘X dx = n!
0

(o0}

0

-(0-1)

1



FUNGSI Gamma

Definisi

jxp‘l ~>d p>0

Hubungan fungsi Gamma dengan fungsi Faktorial

Mp+1)= fxp“l e dx = jxpe dx = p!

(p+1)= p

r@=or=1, r(2)=1=1 r(3)=21=2 dst




Nilai Fungsi Gamma ditabulasi
untuk Gamma 1 sampai
dengan Gamma 2




Hubungan Rekursif Fungsi Gamma

M(p+1)= [ xPe™dx
Lakukan integrasi parsial, seperti berikut :

u=x" du=px"*dp
dv=e*dx v=—g€"

_[ ( )px'c"1 dx

Mp+1)= p_[x'c"le‘X dx = pr(p)
0

M(p+1)=-x"%"|

r(p+1)=pr(p)




Hubungan Rekursif Fungsi Gamma

r(p+1)= pr(p)

r(3)=r(2+1)=2r(2)= 2(1) = 2

r(4)=r(3+1)=3r(3)=3r(2+1)=3.2r(2)=6(1)=6

dst



Hubungan Rekursif Fungsi Gamma

r(p):%r(pu)

F(O,6) = Oir(O,6+1):i6 r(l,6) > Tabel F. Gamma

r(-15)= _iwr(-15+1):i5r(—o,5)

-1 1 (—O,5+1)
-15-05

1 r(0,5)
-15-05

L 1 1 F(ZLS) —Tabel F. Gamma
-15-050,5




Nilai r(0,5)
F(OS):_[ t®5 e dt = j—e‘t it
0
Misalkant =y2, maka dt= 2y dy

r(05)=2| L e ydy
0 Y

r(05)=2 j %e‘xz xdx

8

O 8

[F(05)] = 4f e )axdy

(@)



Nilai I (0,5)

- 7T/ 2 00 2 _ 7_T
ros)=4] [e rdr do=4-

6=00

r(e5)f =7
r(05)=+m

e




Contoh soal

Hitunglah integral berikut dengan Fungsi Gamma :

sz —x

Jawab

IXZG_XZ dx Misal u =x2, maka du=2xdx

0 Untukx=0 maka u=0
Untuk X =0 maka u= o

¢ ., du 1

[ue “— du=1r(15)=21r(05

) 22

1¢ 4 e g
u EJ(; - 2
£

)= f



Soal Latihan

Hitunglah integral-integral berikut dengan Fungsi Gamma :

1. T\/fe‘e" dt
0
2. (Zy2 + y)e‘y2 dy

3. [ (Inx)"® dx

Ot———y > O %=} 3



Formula penting terkait
Fungsi Gamma

71
M(p)r(1-p)=
(p) - p) e
Untuk p =0,5
_ 71
r(o5)ri 05)_%0,5”



Contoh soal

Buktikan bahwa :

z!(— z)! = —

Bukti

(-2) =
z!(— z)! =
z!(— z)! =




Fungsi Beta

Definisi 1 :

1
B(p,q) = jxp‘l(l— x)dx; p>0;9>0.
0

B(p,a)= B(q, p)

Definisi 2 :

1

B(p,0) = <7 ) YT a-y) "oy

O ey O




Fungsi Beta

Definisi 3 :

7Tl 2
B(p.q) = 2 [(sin)*"*(cosO)" d&

0

Definisi 4 :

B(p.q) = ofo(ly: e




Hubungan Fungsi Beta
dan Fungsi Gamma

Fungsi Gamma

J‘tpl td

Misal t = y2, maka
— 2J‘ y2p—1e—y2 dy atau 2"‘ X2q ~1 x>
0
Jika I'(p) dikalikan dengan '(q) dikalikan maka :

4jszql 2p1 x+y dxdy

7l 2
M(p)r(q) =4 j (r cos@Y ™ (rsin6)** "™ rdrd@
0



Hubungan Fungsi Beta
dan Fungsi Gamma

77l 2

r(p)r(a) = 4[r?**ae™ dr [(cosg)f*(sing)""dd
0 0

| |

%I’(p+q) —B(p,Q)

M(p)r(a) = 4%F(D+CI)% B(p.q)




Hubungan Fungsi Beta
dan Fungsi Gamma

contoh

_rr(y) _ oWn)_
B(l%)_ G uin




Contoh soal 1

Selesaikan integral berikut dengan fungsi Beta

Tl 2
j\/sin3 X COSX dx
0

Solusi dengan def. Fungsi Beta 3

7Tl 2 7Tl 2

iy
B(p.q) = 2 [ (sing)***(cose)*™* d

0

j(si n®x cosx)’” dx= [ (sinx)*"* (cosx)"* dx

0 0

2p-1=% p=Y

77l 2

j\/sin3x cosx dx = 1B(%,%): 1
) 2 2

20-1=% 0g=%,

AN
r(2)




Contoh soal 2

Selesaikan integral berikut dengan fungsi Beta

00

J y* dy
) (L+y)

Solusi dengan def. Fungsi Beta 4 B(p, q) = j
0

(1+y)"

p-1=2 p=3 (p+9)=6 q=3
Jadi




Soal Latihan

Selesaikan integral berikut dengan fungsi Beta yang sesuai

[ ydy
1. _E (1+ y3)2




Aplikasi dalam persoalan Fisika
Sket grafik  x*+y*=9

Gunakan fungsi Beta untuk menghitung :

a. Luas daerah pada kuadran pertama

b. Titik pusat massa dari daerah ini (anggap rapat massanya seragam)

Jawab

a Y| Joy*
X2 +y% =9 A:jdA:“dxdy: jdxdy

0
: A:ji\/9—y2 dy
0

O =y




Aplikasi dalam persoalan Fisika

3
A:J\/Wdy Misalkan : y2:x 2ydy:dx
0

Batas : y:() R x=0

9 9
dx 1 - Gunakan Fungsi
A=[/9-x22 = =[x ¥2(9-x)V? dx g
'!; 2\/; 2! ( ) Beta kedua




A:% (92 B(1/2,3/2)

Al 9 1/ ?)(r2§3/ 2)

A:l (9) Jn 1 2Jn :977

2 1 4

Dengan rumus luas lingkaran :

1 1 O
A="77r2 == 2_ Y7° Sama
4 & 4 77(3) 4




B. Titik pusat massa luasan tersebut dihitung dengan rumus :

jde jpdi
X = =
" fdm o [edA
_jydM - jpydA
ypm_ —
de jpdA



Fungsi Error dan Pelengkapnya

Definisi Fungsi Error

Erf (x) = j et dt

Definisi Pelengkap Fungsi Error

Erfc(x) = —]o dt




Fungsi Error

Fungsi Gamma

je‘tzdt Selesaikan dengan
0



Fungsi Error dan Pelengkapnya

Erf (x) + Erfc(x) f[je dt+je dt)

Erf (x) + Erfc(x it

= 7l

Erf (x) + Erfc(x) = Erf (o) =

Erf (x) =1- Erfc(x)  |Erfc(x) = 1- Erf (x)




Fungsi Error

Dari deret pangkat tak hingga :

2 3 t4 , t4 t6 t8
e =l+t+—+—+—+.. —p € =Z1-tt_———+—+
2 3! 4l 2l 3 4!
Erf (x):iT RCILI,
iy 2!

|
Erf(x):i(x XX j X<<1




Pelengkap Fungsi Error

Definisi pelengkap fungsi error

2 a0
erfc (x) =1 —erf () = — j e dr.

N

Kita tuliskan :

dan lakukan integrasi by part sbb :



Pelengkap Fungsi Error

© © 14 i
Je"* dxzf :;E(——%e“)dt

Sekarang tuliskan lagi :

bRl

kemudian lakukan integral by part lagi sbb :



Pelengkap Fungsi Error

Jika proses ini terus dilanjutkan, maka akan didapat ungkapan
deret untuk pelengkap fungsi error, sbb :

_ — , — T I ::.:
x2S

erfe (1) = 1 — erf (1) ~ Logdd 1305 )

1 o —
T tey T ey T

K51



Contoh soal

2
1. j e dx
0



Formula Stirling

Formula Stirling adalah formula pendekatan untuk fungsi
Faktorial dan Fungsi Gamma, sbb :

n!~n'e™"/2mn  or T(p + 1)~ pPe P /2mp.

Bukti

F@+1):pI=J

0

a0 v 6]
xPe ™ dy = J ePIM X=X o
0

Substitusi variabel baru y sehingga x =p + y\/;_).

dx = \/Edy,



Formula Stirling

persamaan di atas menjadi :

oC
1 PV —p— v
p!:J _ep ni{p+tyvp)—p J"’p\/};dy.

— VP

untuk p besar, logaritma dapat diekspansi dalam deret pangkat
berikut :

2

G +3/m =ttt (14 2) =g 2 L
Nz VP

2p

sehingga



Formula Stirling
XL
| + ‘p—- 2!13y—p -~ n -
pl ~ Jﬁfp nptyip—(y¢/2)-p }'x,fpv/p dy
R 4

L A
lnp—-p / _
= Pnp p\f, J ¢ y#i2 dy

-
o _‘\’HIE
= ppfﬁp\/{; [J ¢ V2 dy — J e V2 dy}
— -0
J 27T O| Untuk p besar

pl~ pPe™ P /2mp




Bandingkan nilai eksak n! dengan formula

pendekatan Stirling

n n! eksak n! Formula Persen selisih
Stirling

5 120

20 2,43 X 1018

50 3,04 X 1064




Soal

1. Dalam mekanika statistik sering digunakan persamaan :

In Nl = NInN — N

disini N berorde bilangan Avogadro, N = 102°

Buktikan dari Formula Stirling !

2. Hitunglah :

Ilm( )I\m

n- oo 22” (n|)2

3. Hitunglah : F(55,5)



Integral Eliptik

Bentuk Legendre

disebut juga integral eliptik tak lengkap jenis ke satu dan ke dua

0<k<I,

¢ d(;f)
Fk, — ’ I
% ) J:) 1 —# sin? ¢

{ or

¢
E(Ie,qﬁ)=J V1 — k sin? ¢ d¢, F=sinf, 0<60<
0

T
)

k disebut modulus dan @ disebut amplitudo integral eliptik. Integral ini
ditabulasi untuk nilai 6 = arc sin k dan ¢ antara O dan 1v72.

k? dapat dilihat dari bentuk integral, dengan mengetahui k maka 6 dapat
ditentukan, sedangkan ¢ dapat dilihat pada batas integral, dengan
mengetahui 8 dan ¢ maka nilai integral eliptik dapat dilihat pada tabel
integral eliptik F(k,@) dan E(k,@).



Integral Eliptik

Integral eliptik lengkap

Integral eliptik lengkap jenis pertama dan kedua adalah nilai-nilai K
dan E (sebagai fungsi k) untuk ¢ = 172

(fr/2 dd)

Jo \/l—k?‘sinzd)’
o Pr/2

E or E(k) = E(k, -2-) = \/1 — k% sin? ¢ do.

O

7\
K or K(k)= F(k, 5) =

Sama seperti sebelumnya, k? dapat dilihat dari bentuk integral, dengan
mengetahui k maka 0 dapat ditentukan, dengan mengetahui 6, maka nilai
integral eliptik lengkap dapat dilihat pada tabel integral eliptik lengkap K
dan E



Contoh soal

4

dg
1
{ J1-0,25sin? @




Bagaimana menghitung integral eliptik untuk @ > 172 ???

Tinjau fungsi sin?x [f(sin?x)] yang merupakan integran dari integral eliptik

f (sin? )




j ...... = j ...... —|uas A =
0 0

catat

Tl 4 377/ 2



Contoh soal

5114

_[\/1—0,037sin2 @ do
0




Jika batas bawah integral tidak nol, maka :

$2 dd) _ P2 d(,f) B @1 d(f)
o JI—Fsin2¢ Jy ST Fsin2g 1 — ¥ sin? ¢
= F(k, ¢,) — F(k, ¢,),

dan jika salah satu batas integral adalah negatif, maka :

~? d¢ ¢ do
Flk, — =J = _f - _
d)) o \/1 — b2 gin? ¢) o \/1 _ 32 gin? (jb F(k) ¢)

Karena F(k,@) dan E(k,) merupakan fungsi ganijil



Contoh soal

1177/4

j\/l— 0,64sin° @ dg

-7717/8




Bentuk Jacobi

Jika kita ambil x = sin ¢, pada bentuk Legendre, maka akan
didapat integral eliptik bentuk Jacobi jenis pertama dan kedua,

sbb :

X = sin @,

dx = cos ¢ d¢ or d¢ = d dx

cos ¢ /1 2

¢ = n/2 corresponds to x = 1.




dan

¢ d¢ e dx
o J1—ksin?¢ Sy S — 2D - Fi?)

E(k, ¢) = f — &7 sin® ¢ d¢p = f\/l__x v,
K="F#k
( ) j\/(l—x) — k¥x?)

_J LN

F(k, ¢) =




Contoh soal

o
(0]

Oy -
Q

?)1- 016x)



Contoh soal

5r/4

1. [1-0,037sin’ ¢ dg
0

1177/4
3. j\/l— 0,64sin° @ dg

-77/8

2 IJ 100-x* Sl iy vy ey

w2
>V 1-X



