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Teorema dan bukti matematis tidak terjadi dalam isolasi, tetapi selalu dalam
kontekssuatu system matematis. Misalnya, dalam Bagian 3 apabila kita
berdiskusi suatu konjektur yang berkaitan dengan bilangan prim, konteks natural
dari diskusi adalah bilangan bulat positif. Dalam CONTOH 3.8 apabila
mengambil bilangan genap dan ganjil, konteksnya adalah himpunan semua
bilangan bulat. Sangat sering suatu teorema tidak membuat referensi eksplisit
terhadap system matematis di mana teorema itu dibuktikan; ini harus diakibatkan
dari konteks itu. Biasanya, kasus ini tidak sulit,tetapi jika ada suatu kemungkinan
ambigu, penulis berhati-hati dapat menamakan secara eksplisit system yang
mendapat perhatian. Apabila tentang pernyataan berkuantifier ini sangat penting
untuk mengetahui secara tepat system apa yang diperhatikan. Misalnya,

pernyataan

Vx,\/xzzx

adalah benar dalam konteks bilangan positif tetapi adalah salah apabila

memperhatikan semua bilangan real. Dengan cara sama,

Ix>x*=25 dan x<3
adalah salah untuk bilangan positif dan benar untuk bilangan real. Apabila kita
memperkenalkan notasi himpunan ini lebih mudah dengan teliti dalam konteks
dari suatu pernyataan berkuantifier khusus. Kini kita dapat menuliskannya

dengan kata-kata. Untuk membuktikan suatu pernyataan universal

v X, p(x),
kita mulai dengan memilih suatu anggota x sebarang dari system di bawah

perhatian dan kemudian menunjukkan bahwa pernyataan p(x) adalah benar.
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CONTOH 4.1:

Hanya sifat yang kita gunakan terhadap x adalah sifat-sifat ini yang digunakan
untuk semua anggota dari system itu. Misalnya, jika system itu memuat bilangan
bulat, kita tidak dapat menggunakan sifat bahwa x adalah genap, karena ini tidak
dapat digunakan untuk semua bilangan bulat. Untuk membuktikan suatu
pernyataan eksistensial

x5 p(x),

kita telah membuktikan bahwa ada paling sedikit satu anggota x dalam system
itu di mana p(x) adalah benar. Sebagian besar cara langsung melakukan ini
adalah dengan konstruk (hasil, dugaan, dsb.) suatu x khusus yang memiliki sifat
dibutuhkan. Sayang, tidak ada cara pasti untuk selalu menentukan suatu x khusus
yang dapat dikerjakan. Jika hipotesis dalam teorema itu memuat suatu
pernyataan berkuantifier, ini kadang-kadang dapat berguna, tetapi sering

bergantung pada strategi jembatan logis yang dibangun.

Untuk ilustrasi proses menulis suatu bukti dengan kuantifier,

perhatikan yang berikut.

TEOREMA: Untuk setiap € > 0 ada suatu & > 0 sedemikian

sehingga 1-6<x<1+d6 mengakibatkan

5-£g<2Xx+3<b5+e.

Kita bertanya untuk membuktikan sesuatu adalah benar untuk masing-masing
bilangan positif . Sehingga kita mulai dengan memisalkan ¢ adalah suatu
bilangan positif sebarang. Kita perlu untuk menggunakan € ini untuk

menentukan suatu & positi dengan sifat bahwa

1-08 <x <1+ mengakibatkan 5-g<2x+3<5+e¢.



Marilah dimulai dengan konsekuen dari implikasi. Kita ingin
memiliki

5-g<2Xx+3<5+e.

Ini akan benar jika

2-g8<2x<2+¢g
sehingga diperoleh

1-e/2 <x<1l+gl/2.

Sehingga kita melihat bahwa pemilihan 6 adalah € /2 dapat memenuhi kondisi
yang diperlukan. Dalam menulis bukti dalam suatu cara formal kita akan
menyederhanakan himpunan 6 sama dengan € / 2 dan kemudian menunjukkan

bahwa o khusus ini dapat dikerjakan.

Bukti: Misalkan € adalah suatu bilangan positif sebarang dan

misalkan & = ¢ / 2. Maka 9 juga positif apabila

1-6<x<1+9

diperoleh

1-e/2 <x<1+¢gl2,
sehingga

2-g < 2Xx < 2+¢g
dan

5-e < 2Xx < 5+¢,

sehingga terbukti. I



Dalam beberapa situasi ini memungkinkan untuk membuktikan suatu pernyataan
eksistensial dalam suatu cara taklangsung tanpa secara actual menghasilkan
setiap anggota khusus dari system itu.Salah satu metode taklangsung adalah
denga bentuk kontrapositif dari dan yang lainnya adalah dengan menggunakan
bukti dengan kontradiksi.

Dua bentuk dasar dari suatu bukti dengan kontradiksi berdasarkan pada
tautology (f) dan (g) dalam CONTOH 3.12 Tautology (f) memiliki bentuk

(~p—c¢)ep.

Jika kita ingin unuk menyimpulkan suatu pernyataan p, kita dapat melakukan
demikian dengan menunjukkan bahwa negasi dari p berperan untuk suatu

kontradiksi. Tautology (g) memiliki bentuk

[(PA~q) —c]e(p—9).

Jika kita ingin untuk menyimpulkan bahwa p mengakibatkan g, kita dapat
melakukan demikian dengan menunjukkan bahwa p dan bukan q berperan untuk
suatu kontradiksi. Dalam salah satu kasus kontradiksi dapat meliputi bagian dari

hipotesis atau suatu pernyataan lain yang diketahui adalah benar.

CONTOH 4.2: Gunakan tabel kebenaran untuk membuktikan bahwa (~p —c) < p
dan [(p A~q) — ¢ ] < (p — q) adalah tautology.



Solusi:

p (~p—c) < p
S BS BB
S B SSB S

Pja [P A ~9) <c]ep@P—9
B [B BSS BSB B
B |S BB B S SB S
S |[B |sSss BSB B
S |S SSB BSB B

CONTOH 4.3: Untuk ilustrasi suatu bukti taklangsung dari suatu pernyataan eksistensial,
perhatikan berikut ini.

TEOREMA: Misalkan f adalah suatu fungsi kontinu. Jika
1
Jo f(x) dx =0, maka suatu titik x dalam interval [0, 1]
sedemikian sehingga f(x) =0.

Secara simbolis, diperoleh p — ¢, di mana

1

p: Jof(x) dx =0



g: Fxdi[0, 1] »f(x) =0.

Implikasi kontrpositif, ~g — ~ p, dapat ditulis sebagai:

1
Jika untuk setiap x di [0, 1], f(x =0, maka  Jo f(x) dx = 0.

Ini sangat mudah untuk dibuktikan. Daripada menyimpulkan eksistensi suatu x
di [0, 1] dengan suatu sifat khusus, kita memberikan setiap x di [0, 1] yang
memiliki suatu sifat berbeda. Malahan, kini bukti mengikuti secara langsung dari

definisi integral karena masing-masing suku dalam jumlah Riemann adalah nol.

CONTOH 4.4: Untuk ilustrasi suatu bukti dengan kontradiksi, perhatikan berikut.

TEOREMA: Misalkan x adalah suatu bilangan real. Jika x > 0,
Maka 1/ x > 0.

Secara simbolis, diperoleh p — ¢, di mana

p: x>0
q: 1/x>0.

Tautology (g) dalam CONTOH 3.12 mengatakan bahwa p — ¢ ekuivalen
dengan (p A ~ g) — c. Sehingga kita mulai dengan mengandaikan x > 0 dan 1/x
< 0. Karena x > 0, kita dapat mengalikan kedua sisi pertidaksamaan //x < 0

dengan x untuk memperoleh

X (1/x) < ()(0).

Tetapi (X)(1/x) =1 dan (x)(0) = 0, sehingga diperoleh 7 <0, Suatu kontradiksi
dengan fakta bahwa 1 > 0.



Tautology lain dalam CONTOH 3.12 yang patut mendapat atensi khusus adalah
pernyataan (q):

[p—=1)Alq—1)]<[(pvg) —1]

Beberapa bukti secara natural membagi dirinya sendiri ke dalam pertimbangan
dua (atau lebih) kasus. Misalnya, bilangan bulat adalah ganjil atau genap.
Bilangan real adalah positif, negated, atau nol. Ini yang dapat membedakan

argumen ditentukan untuk masing-masing kasus.
CONTOH 4.5: Andaikan kita ingin untuk membuktikan bahwa jika x adalah suatu
bilangan real, maka x < | x |. Secara simbolis, diperoleh s — r,
di mana
s: x adalah suatu bilangan real
rr x < |x|.
Pertama, kita mengetahui definisi nilai mutlak:
X jika x>0
-X jika x<0.
Karena definisi ini dibagi ke dalam dua bagian, ini adalah natural untuk

membagi bukti kita ke dalam dua kasus. Sehingga pernyataan s ditempatkan

kembali dengan disjunksi ekuivalen p v ¢, di mana

p: x>0 dan q: x <0.



Kini teorema kita adalah untuk membuktikan (p v q) — r, dan ini kita lakukan
dengan menunjukkan (p — r) A (q — r). Bukti actual dapat ditulis sebagai

berikut:
Jika x adalah suau bilangan real sebarang. Maka x > 0 atau x < 0. Jika x > 0,

maka dengan definisi x = | x |. Di pihak lain, jika x < 0, maka —x > 0, sehingga

x <0< -x=|x|. Sehingga dalam salah satu kasus x <| x |. |}

Ini terkenal dengan bukti dengan kasus (proof by cases).

CONTOH 4.6: Dalam membuktikan suatu teorema yang berhubungan dengan memfaktorkan
bilangan bulat positif lebih dari 1, dua kasus apa yang dapat layak
diperhatikan?

Solusinya diserahkan kepada pembaca sebagai latihan.

Suatu bentuk alternatif bukti dengan kasus muncul apabila konklusi dari suatu
implikasi mencakup suatu disjunksi. Dalam situasi ini tautology (p) dari

CONTOH 3.12 sering berguna:
[p—=(@vD]le[PAa~q—r1]
CONTOH 4.7: Perhatikan yang berikut

TEOREMA: Jika jumlah suatu bilangan real dengan dirinya sendiri adalah

sama dengan kuadratnya, maka bilangan itu adalah 0 atau 2.

Secara simbolis, diperoleh p — (q Vv r), di mana



2 T

x X X
I

N O X

I

x

-

Untuk melakukan bukti kita dapat menunjukkan bahwa (p A ~q) — .

Bukti: Andaikan bahwa x + x = x* dan x # 0. Maka 2x = x> dan

karena x = 0, Kita dapat membagi dengan x untuk memperoleh
2=x. |}
LATIHAN 4

1. Buktikan bahwa: Ada suatu bilangan bulat n sedemikian sehingga n® + 3n
/ 2 = 1. Apakah bilangan bulat ini unik?

2. Buktikan bahwa: Untuk setiap bilangan real x > 3, ada suatu bilangan real

y < 0 sedemikian sehingga x = 3y / (2 + y).
3. Buktikan bahwa: Jika x* + X — 6 >0, maka x < -3 atau x > 2.

4. Buktikan atau berikan contohtandingan: Untuk setiap bilangan Bulat
positif n, n? + 3n + 8 adalah adalah genap.
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