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PERSAMAAN DIFERENSIAL LINEAR  

 

 

1. Pendahuluan  

Bentuk umum persamaan diferensial linear orde n  adalah  

.... 01

1

1 xfyxayxayxayxa n

n

n

n  (1) 

dengan koefisien-koefisien xaxaxa nn 01 ...,,,  dan f(x) merupakan fungsi-

fungsi yang kontinu pada selang I dan 0xan  untuk setiap Ix . Selang I 

disebut selang definisi (selang asal) dari persamaan diferensial itu. Jika fungsi 

f(x) = 0, maka (1) disebut persamaan  homogen dan jika 0)(xf , maka (1) 

disebut persamaan tak homogen. Jika xaxaxa nn 01 ...,,,  fungsi konstan, 

maka (1) disebut  persamaan diferensial linear dengan koefisien konstanta. Berikut 

ini adalah contoh-contoh persamaan diferensial linear : 

20,2 3 xxyyx  (2) 

3cos32 xyyy  (3) 

404 yy  (4) 

Dan yang berikut ini adalah persamaan-persamaan diferensial taklinear: 

xyy sin2
 

xyyy  

.0sin yy  

2. Bebas Linear dan Wronski 

Berapa banyak penyelesaian suatu persamaan diferensial linear ?  

 

Definisi 1. 

Himpunan  fungsi-fungsi f1, f2, ..., fm, masing-masing terdefinisi dan kontnu pada 

selang ,bxa dikatakan tergantung linear pada ,bxa  jika ada konstanta-

konstanta ,,...,, 21 m  tidak semuanya bersama-sama dengan nol, sehingga 

0...2211 mm fff  



untuk setiap x dalam selang bxa . Dalam hal lain, fungsi-fungsi itu disebut 

bebas linear dalam selang itu. 

 

Definisi 2 

Misalkan f1, f2, ..., fn, n buah fungsi-fungsi yang semuanya dan turunan-turunanya 

sampai dengan turunan ke n-1 kontinu pada selang bxa . Wronski dari f1, f2, 

..., fn, dihitung pada x, dinyatakan oleh W (f1, f2, ..., fn;x) dan ditentukan sebagai 

determinan 
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Tiap fungsi yang muncul dalam determinan ini dihitung pada x. 

 

Contoh  

 Diketahui ,cos, 2

2

1 xxfxxf  cari .;, 21 xffW  

Penyelesaian Dari definisi 2 dan fungsi-fungsi yang diketahui, kita hitung 

.cos2sin
sin2

cos
;cos, 2

2

2 xxxx
xx

xx
xxxW  

 

Teorema 1 

Jika setiap fungsi y1, y2, ..., ym merupakan penyelesaian-penyelesaian persamaan 

diferensial homogen yang sama, 

,0... 01

1

1 yxayxayxayxa n

n

n

n  

maka untuk setiap pilihan konstanta-konstanta c1, c2, ..., cm,, kombinasi linear  

mm ycycyc ...2211  

merupakan suatu penyelesaian juga. 



Teorema 2 

nyyy ,...,, 21  merupakan n buah penyelesaian persamaan diferensial orde-n, 

0... 01

1

1 yxayxayxayxa n

n

n

n  

yang didefinisika n pada selang ,bxa bebas linear jika dan hanya jika 

0;,...,, 21 xyyyW n  untuk setiap x dalam selang .bxa  

Sebagai contoh y1 (x) = cos x dan y2 (x) =sin x merupakan penyelesaian 

persamaan diferensial 0yy  yang bebas linear, karena Wronskinya 

1sincos
cossin

sincos
22 xx

xx

xx
 

tidak pernah nol. Juga e
x
 dan e

-x
 merupakan  penyelesaian persamaan diferensial 

0yy  yang bebas linear, karena Wronskinya 

200 ee
ee

ee

xx

xx

 

tidak pernah nol. 

 

Teorema 3 

Jika nyyy ,...,, 21  merupakan penyelesaian-penyelesaian persamaan diferensial 

0... 01

1

1 yxayxayxayxa n

n

n

n , 

dimana tiap ai(x) didefinisikan dan kontinu pada bxa dan 0xan pada 

bxa , maka baik xyyyW n ;,...,, 21  identik nol pada bxa atau 

xyyyW n ;,...,, 21  tidak pernah nol pada bxa . 

 

Definisi 3 

Misalkan bahwa nyyy ,...,, 21  merupakan n buah penyelesaian persamaan 

diferensial 

0... 01

1

1 yxayxayxayxa n

n

n

n . 

Misalkan juga bahwa fungsi-fungsi itu bebas linear pada selang definisi 

persamaan diferensial ini. Kita katakan bahwa fungsi-fungsi itu membentuk 



himpunan fundamental (atau sistem fundamental) penyeledaian persamaan 

diferensial tersebut. 

Sebagai contoh, fungsi cos x dan sin x merupakan suatu himpunan 

fundamental penyelesaian persamaan diferensial 0yy . Juga fungsi e
x 
dan e

-x
 

membentuk suatu himpunan fundamental penyelesaian persamaan diferensial 

0yy . 

Jika nyyy ,...,, 21  membentuk himpunan fundamental penyelesaian 

persamaan diferensial linear homogen orde-n, maka  

nn ycycycy ...2211 , 

dengan nccc ,...,, 21  konstanta-konstanta sebarang, merupakan penyelesaian 

persamaan diferensial tersebut. 

 

Teorema 4 

Jika f merupakan suatu fungsi bernilai real yang didefinisikan pada garis real R 

dan jika ada suatu bilangan bulat positif n sehingga f mempunyai 2n buah 

turunan-turunan yang kontinu pada R dan 0,...,, nfffW  pada R, maka f 

merupakan suatu penyelesaian persamaan diferensial linear homogen orde-n 

dengan koefisien konstanta yang tidak semuanya nol. 

 

Teorema 5 

Jika nyyy ,...,, 21 membentuk suatu himpunan fundamental penyelesaian-

penyelesaian untuk Persamaan (3), dan diketahui y suatu penyelesaian lain, yang 

memenuhi syarat awal ,,...,, 10

1

1000 n

n xyxyxy maka ada 

konstanta nccc ,...,, 21  yang tunggal sehingga 

....2211 nn ycycycy  

 

 

 

 

 

 

  



4. Persamaan Diferensial Homogen dengan Koefisien Konstanta  

 

Persamaan Karakteristik 

Bentuk umum persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstanta, 

adalah 

,0... 01

1

1 yayayaya n

n

n

n  (1) 

Dengan koefisien ai  konstanta dan 0na . Untuk mencari penyelesaian umum 

dari Persamaan (1), kita perlu mencari n buah penyelesaia yang bebas linear. 

 

Definisi 1 

Polinom 01

1

1 ... aaaaf n

n

n

n  disebut polinom karakteristik 

untuk Persamaan (1) dan persamaan f ( ) = 0 disebut persamaan karakteristik 

untuk Persamaan (1). Akar-akar persamaan karakteristik itu disebut akar-akar 

karakteristik. 

. 

Akibatnya, masalah penyelesaian persamaan diferensial linear homogen 

dengan koefisien konstanta, dapat diubah menjadi masalah pencarian akar 

persamaan karaketristik untuk persamaan diferensial itu. Polinom karakteristik 

tersebut berderajat n dan teorema dasar dari aljabar mengatakan  bahwa setiap 

polinom berderajat 1nn  mempunyai paling sedikit satu akar dan, karena itu, 

banyaknya akar-akar yang sama memberikan tepat n buah akar-akar. Tetapi, tentu 

saja jika n besar, yaitu bila ,5n  masalah pencarian akar-akar persamaan 

karaketristik bisa jadi sangat tidak mungkin. Beberapa metode dasar untuk 

mencari akar-akar persamaan polinom diberikan di Apendiks C. 

 

Contoh 1  

Selesaikan persamaan diferensial .0yy  

Penyelesaian  

Ambil 
xey , maka (karena )1,0,1 012 aaa  harus memenuhi 

persamaan karakteristik 



.1011012  

Kita mempunyai dua penyelesaian xey1  dan xey2 . Kedua penyelesaian ini 

adalah bebas linear, karena Wronskinya bernilai 02 . Jadi, setiap 

penyelesaian y dari persamaan diferensial ini berbentuk 

,21

xx ececy  

Dimana c1 dan c2 merupakan konstanta-konstanta sebarang. 

 

 

5.  Persamaan Diferensial Homogen dengan Koefisien Konstanta   

 

Penyelesaian Umum 

masalah dasarnya ialah mencari suatu himpunan fundamental penyelesaian-

penyelesaian. Persamaan diferensial linear homogen dengan koefisien konstanta 

akan mempunyai penyelesaian berbentuk xe  asalkan bahwa  merupakan 

sebuah akar persamaan karakteristik yang berhubungan dengan persamaan 

diferensial itu.  

 

Teorema 1 

Jika semua akar-akar persamaan karakteristik berlainan, katakan 

,...,,2,1, nii  maka n buah fungsi-fungsi ,...,,2,1,1 niey
xi  membentuk 

sebuah himpunan penyelesaian. 

 

Teorema 2 

Jika i  sebuah akar berganda m dari persamaan karakteristik yang sesuai 

dengan persamaan diferensial ,0... 01

1

1 yayayaya n

n

n

n maka ada m 

buah penyelesaian yang bebas linear yang sesuai dengan i . Penyelesaian-

penyelesaian ini adalah sebagai berikut : .,...,,, 12 xmxxx iiii exexxee  

 

 

 



Akibat 1 

Perhatikan persamaan diferensial dengan koefisien riil 

.0,0 2012 ayayaya  (3) 

Andaikan bahwa 1 dan 2  adalah akar-akar persamaan karakteristik 

001

2

2 aaa . Maka bentuk penyelesaian umum y(x)dari Persamaan (3) 

digambarkan oleh kasus berikut : 

KASUS 1 Akar-akar riil dan berlainan 21  

,21

21

xx
ececxy  

Dengan c1 dan c2 konstanta sebarang. 

KASUS 2 Akar-akar sama 21  

xx xececxy 21  

KASUS 3 Akar-akar kompleks sekawan .2,1 ilk  

.sincos 21 xecxecxy kxkx   

 

6. Persamaan Diferensial Tak Homogen. 

Bentuk umum persamaan diferensial linear tak homogen adalah 

xfyxayxayxayxa n

n

n

n 01

1

1 ...  (1) 

atau,    .
0

xfyxa i
n

i

i  (2) 

Fungsi f disebut suku tak homogen untuk persamaan diferensial (1). 

 

Definisi 1 

Dengan setiap persamaan diferensial tak homogen 92), ada satu pautan 

persamaan diferensial homogen yang ditentukan oleh 

.0
0

i
n

i

i yxa  (3) 

 

 

 



Definisi 2 

Jika n fungsi-fungsi nyyy ,...,, 21  membentuk sistem fundamental penyelesaian 

untuk persamaan diferensial homogen (3), maka fungsi yh yang ditentukan oleh 

,...2211 nnh ycycycy  (4) 

di mana ci konstanta sebarang, disebut penyelesaian homogen untuk Persamaan 

92). [Ingat bahwa penyelesaian homogen bukan penyelesaian sebenarnya dari 

Persamaan (2). Ini adalah penyelesaian umum dari persamaan diferensials 

homogen pautan. Dalam beberapa buku penyelesaian homogen dikatakan sebagai 

penyelesaian pelengkap]. 

 

Contoh 1  

Cari penyelesaian homogen dari persamaan diferensial 

.cos23 xyyy  (5) 

Penyelesaian  

Persamaan diferensial homogen yang berpautan dengan persamaan diferensial (5) 

ialah 

.023 yyy  

Dengan menggunakan metode dari Bagian 2.5, penyelesaian umum dari 

persamaan ini adalah 
xx ecec 2

21 . Jadi, penyelesaian homogen dari persamaan 

diferensial (5) adalah 

.2

21

xx

h ececy  

 

Contoh 2 Cari  penyelesaian homogen dari persamaan diferensial 

.0,332 2 xeyyxyx x
 (6) 

Penyelesaian  Persamaan homogen yang berpautan dengan persamaan diferensial 

(6) adalah 

.0332 2 yyxyx  

Persamaan diferensial terakhir ini adalah persamaan diferensial Euler, dan 

penyelesaiannya (diberikan dalam Contoh 2 dari Bagian 2.7) berbentuk 

3

2

2/1

1 xcxc . Jadi, 



.3

2

2/1

1 xcxcyh  

Jika, dengan cara apapun, kita mendapatkan suatu fungsi yang memenuhi 

Persamaan (2), kita katakan fungsi itu sebagai fungsi khusus dari Persamaan (2) 

dan dinyatakan oleh yp. 

 

Teorema 1 

Jika nyyy ,...,, 21  membentuk sistem fundamental penyelesaian untuk Persamaan 

93), dan jika yp suatu penyelesaian khusus dari Persamaan (2), maka 

penyelesaian umum dari Persamaan (2) dapat ditulis dalam bentuk 

....2211 pnnph yycycycyyy  (7) 

 

7. Metode Koefisien Taktertentu 

 Metode koefisien taktertentu digunakan jika kita ingin menghitung suatu 

penyelesaian khusus dari persamaan diferensial takhomogen. 

,... 01

1

1 xfyayayaya n

n

n

n  (1) 

di mana koefisien-koefisien naaa ,..., 10  merupakan konstanta-konstanra dan f(x) 

adalah kombinasi linear dari fungsi-fungsi dengan tipe berikut : 

1. x  dengan  bilangan bulat positif atau nol 

2. ,xe  dimana  merupakan konstanta taknol 

3. xcos , dengan  konstanta taknol 

4. ,sin x  dengan  konstanta taknol 

5. Suatu (berhingga) perkalian antara dua fungsi atau lebih dari tipe 1-4. 

Sebagai contoh, fungsi 

xxx xexexxexxf 2cos5sin523 232
 

Merupakan kombinasi linear dari fungsi-fungsi dari tipe 1 – 5.  

 

Contoh 1  

Cari penyelesaian khusus persamaan diferensial 

.252 2 xexyy  (2) 

Penyelesaian  



Metode koefisien tak tertentu dapat diterapkan pada contoh ini, karena persamaan 

diferensial (2) termasuk bentuk Persamaan (1), dan xexxf 252 2  

merupakan kombinasi linear dari fungsi-fungsi x
2
, 1, dan e

x
 (yang masing-masing 

termasuk tipe 1, 1, dan 2). Mula-mula kita cari fungsi-fungsi yang merentang 

turunan dari tiap-tiap  suku dari fungsi f itu. Dari catatan kita terdahulu, kita 

punyai 

1,,2 22 xxx  (3) 

15  (4) 

.2 xx ee  (5) 

Karena itu, turunan dari f direntangkan oleh fungsi anggota himpunan 1,,2 xx  

dan xe . Himpunan [1] dan [4] diabaikan karena sudah termasuk di dalam 

himpunan (3) yang lebih besar. Sekarang jika tak satupun dari anggota himpunan 

1,,2 xx  dan xe  merupakan penyelesaian dari pautan persamaan diferensial (2), 

yaitu, 0yy , maka penyelesaian khusus Persamaan (2) berbentuk 

,2 x

p DeCBxAxy  

di mana A, B, C dan D  koefisien-koefisien yang taktertentu. Sebaliknya, jika 

salah satu fungsi dalam salah satu himpunan  1,,2 xx  dan xe  merupakan 

penyelesaian dari pautan persamaan homogen, maka semua unsur himpunan itu 

harus dilakilan oleh x dengan pangkat bilangan bulat positif terkecil, demikian 

pautan persamaan homogen. Jelaslah, tidak ada fungsi anggota himpunan 1,,2 xx  

merupakan suatu penyelesaian dari ,0yy  dan karena itu kita biarkan 

himpunan itu seperti apa adanya. Sebaliknya, e
x
 anggota himpunan 

xe  adalah 

sebuah penyelesaian dari ,0yy  dan karena itu, kita harus mengalikan fungsi 

di dalam himpunan ini oleh x berpangkat bilangan bulat positif terkecil, sehingga 

hasil perkalian itu bukan fungsi yang merupakan penyelesaian 0yy . Karena 

e
x
 penyelesaian, tetapi xe

x
 bukan penyelesaian dari ,0yy kita harus 

mengalikan e
x
 oleh x, untuk memperoleh  

xxe . Jadi, suatu penyelesaian khusus 



dari Persamaan (2) merupakan kombinasi linear dari fungsi-fungsi anggota 

himpunan 1,,2 xx  dan xe . Jadi 

.2 x

p DxeCBxAxy  (6) 

Untuk memperoleh koefisien tak tertentu A, B, C,  dan D, kita hitung 

xx

p

xx

p

DxeDeAy

DxeDeBAxy

22

2
 

dan substitusikan hasil-hasil ini ke dalam persamaan diferensial (2), menghasilkan 

.25222 22 xxxx exDxeCBxAxDxeDeA  

 

 

Dengan menyamakan suku yang serupa, kita peroleh sistem persamaan berikut : 

.2

0

22

52

A

B

D

CA

 

Jadi, A = 2, B = 0, C = -1, D = -1, dan penyelesaian khusus Persamaan (2) 

berbentuk 

.12 2 x

p xexy  

Segi yang terpenting dari metode koefisien tak tertentu adalah bahwa kita 

memisalkan bentuk yang layak untuk suatu penyelesaian khusus (seperti xe
x
 

sebagai pengganti e
x
 dalam Contoh 1). Seandainya kita memisalkan bentuk yang 

tak layak untuk suatu penyelesaian khusus, akan timbul pertentangan dalam hasil 

sistem persamaan, pada waktu kita berusaha menghitung koefisien tak tertentu. 

Kemungkinan lain, bisa terjadi bahwa koefisien dari suku yang tak berguna akan 

didapat sama dengan nol. 

Untuk menghemat tempat, kita anjurkan agar penjelasan yang menuntun 

kita ke bentuk (6) untuk suatu penyelesaian khusus dari Persamaan (2) disingkat 

sesuai dengan susunan sebagai berikut : 



xxx xeee

xxx

2

15

1,,2 22

 

(e
x
 adalah penyelesaian dari pautan persamaan homogen dan xe

x
 bukan 

penyelesaian). Jadi, 

x

p DxeCBxAxy 2  

Merupakan bentuk penyelesaian yang tepat dari penyelesaian khusus Persamaan 

(2). 

 

8. Variasi Parameter 

Seperti metode koefisien taktertentu, metode variasi parameter, digunakan 

untuk mencari penyelesaian khusus persamaan diferensial takhomogen 

.... 01

1

1 xfyxayxayxayxa n

n

n

n  (1) 

Dengan fungsi f(x) brbentuk x  , ,xe  xcos , ,sin x  atau kombinasinya. 

 

Teorema 1 

Jika nyyy ,...,, 21  membentuk himpunan penyelesaian fundamental untuk 

Persamaan (2), dan jika fungsi-fungsi nuuu ,...,, 21  memenuhi sistem persamaan 

,...

,0...

............................................

,0...

,0...

,0...

1

2

1

21

1

1

2

2

2

21

2

1

2211

2211

2211

xa

xf
uyuyuy

uyuyuy

uyuyuy

uyuyuy

uyuyuy

n

n

n

n

nn

n

n

n

nn

nn

nn

nn

 (3) 

Maka nn yuyuyuy ...2211  merupakan penyelesaian khusus Persamaan 

(1). 

 

Contoh 1  

Selesaikan persamaan diferensial 

.cscxyy  



Penyelesaian  

Penyelesaian homogen berbentuk xcxcyh cossin 21 . Fungsi-fungsi 1u  dan 

2u  ditentkan dari sistem persamaan [lihat Persamaan (4)]. 

.cscsincos

0cossin

21

21

xuxux

uxux
 

Jadi, 

.1

sinlncsccos

22

11

xuu

xuxxu
 

Maka diperolehlah ,cossinsinln xxxxyp
 dan bentuk penyelesaian 

umumnya 

.cossinsinln 21 xxcxxcyyy ph
 

 

Teorema 2 

Misalkan bahwa nyyy ,...,, 21 membentuk sebuah himpunan fundamental 

penyelesaian untuk persamaan 

0... 01

1

1 yxayxayxayxa n

n

n

n  

Maka suatu penyelesaian khusus persamaan 

.... 01

1

1 xfyxayxayxayxa n

n

n

n  

Diberikan oleh 

ds
sa

sf

syyW

syyW
xyxy

n

x

x
n

nk
n

k

kp .
;,...,

;,...,

0
1

1

1

 

Dimana syyW n ;,...,1  adalah Wronski dari nyy ,...,1  dihitung pada s dan 

syyW nk ;,...,1  adalah determinan yang diperoleh dari syyW n ;,...,1  dengan 

mengganti kolom k oleh (0, 0, ..., 0, 1). Selanjutnya 000 xyxy pp . 
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