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Abstrak: Misalkan M adalah suatu operator (fungsional additive terbatas) yang 

memetakan  field RZ  ke field R . Secara umum tulisan ini bertujuan untuk membentuk 

ruang barisan baru, yaitu ruang barisan yang dibangun oleh fungsional additive terbatas M dari 

suatu ruang barisan ke ruang barisan real atau kompleks yang disebut ruang barisan Musielak-

Orlicz, serta melihat hubungan antara sifat-sifat yang berlaku pada ruang barisan klasik dengan 

ruang barisan Musielak-Orlicz. Secara khusus  bertujuan untuk menunjukkan kelineran ruang 

barisan Musielak-Orlicz dan menunjukkan bahwa ruang barisan tersebut merupakan ruang 

Frechet. 

 
Kata Kunci: Fungsional additive terbatas, ruang barisan Musielak-Orlicz, ruang Frechet. 

 

 

A. PENDAHULUAN 

1.1. Latar Belakang Masalah 

 Suatu ruang barisan bilangan real atau kompleks atau biasa disebut ruang 

barisan klasik yang terdiri dari ruang barisan yang konvergen  (c), ruang barisan 

yang konvergen ke 0 (c0), ruang barisan terbatas (  ), ruang barisan 

1

1,:
k

P

kk

P Pxxxl , ruang barisan bervariasi terbatas 

1

1 1,:b
k

P

kkk Pxxxxv , dan ruang barisan b 0 = b 0c . 

 Kajian mengenai ruang barisan banyak dijumpai, khususnya mengenai 

ruang barisan klasik dan fungsional. Diantaranya ruang barisan P  merupakan 

ruang barisan klasik yang lengkap, dibahas oleh E. kreyzig [3], dan E. Sumiaty [4] 

berhasil menunjukkan bahwa ruang barisan fungsional dan ruang barisan operator 

pada suatu ruang Hilbert merupakan ruang barisan yang lengkap dan kompak. 

Temuan lainnya tentang ruang barisan yang dikemukakan L.P.Yee [9], L.P. Yee 
dan Peng-Nung [10], S.D Unoningsih dan Pluciennik [9], serta S.D. Unoningsih 

dan L.P. Yee [10]. 

Berkaitan dengan hal tersebut di atas, penulis tertarik untuk melakukan 

suatu kajian mengenai ruang barisan yang dibangun oleh fungsional additive 

terbatas T dari suatu ruang barisan ke ruang barisan real atau kompleks ( yang 

disebut ruang barisan Musielak-Orlicz), dengan pengantar dasar operator 

superposisi dan fungsional additive terbatas, dan diberi judul “RUANG BARISAN 

MUSIELAK-ORLICZ” 

 

1.2. Rumusan  Masalah dan Batasan Masalah 

Berdasarkan beberapa hasil temuan mengenai ruang barisan, khususnya 

pada ruang barisan klasik serta beberapa sifat yang berlaku pada ruang barisan 



klasik, maka yang menjadi masalah dalam penelitian ini adalah sifat apa saja yang 

berlaku pada ruang barisan klasik dengan ruang barisan baru, khususnya sifat-sifat 

apa saja yang berlaku pada ruang barisan Musielak-Orlicz. Secara khusus, penulis 

membatasi permasalahn penelitian  mengenai  ruang barisan Musielak-Orlicz hanya 

untuk mengkaji : 

1. Kelinearan pada ruang barisan Musielak-Orlicz. 

2. Norma yang mengakibatkan ruang barisan Musielak-Orlicz merupakan ruang 

Frechet. 

3. Sifa-sifat lain yang berlaku pada ruang barisan Musielak-Orlicz. 

 Sedangkan untuk fungsional additive terbatas hanya untuk sifat dasar 

fungsional additive terbatas. 

 

B.  TEORI PENDUKUNG 

2.1.Ruang metrik  

Diberikan  S = ,.....}2,1,,...),,(|{ 21 iRxxxxx i
. Himpunan S 

merupakan ruang linear atas field R , karena untuk setiap Syx,  dan sebarang R  

memenuhi sifat tertutup, yaitu: 

1. Syx  dan  

2. Sx . 

 Ruang linear S disebut juga sebagai ruang vektor S atas field R. Selanjutnya, jika  

diberikan SX , maka X sebagai subruang dari S. 

Definisi 2.1:  

Diberikan himpunan X , dan suatu fungsi d didefinisikan pada XX , 

sehingga untuk setiap Xzyx ,,   memenuhi: 

  (M1)  d bernilai real, berhingga, dan jika 0, yxd  maka yx  

  (M2) 0, yxd  jika dan hanya jika yx  

 (M3) xydyxd ,,                        (simetri) 

 (M4) yzdzxdyxd ,,,          (ketaksamaan segitiga). 

d disebut metrik (fungsi jarak), dan himpunan X yang dilengkapi dengan matrik d dan 

dinotasikan dengan (X, d) atau X disebut ruang matrik. 

 Selanjutnya, untuk kekonvergenan barisan Cauchy yang hubungannya dengan 

kekelengkapan pada ruang metrik, didefinisikan sebagai berikut: 

Definisi 2.2:  

Sebuah barisan nx  dalam ruang metrik X = (X, d) disebut barisan Cauchy, jika 

untuk setiap 0  ada NKK  sedemikian sehingga untuk setiap Knm,  

berlaku nm xxd , . 

Misal nx  sebarang barisan Cauchy di X. Ruang metrik X disebut lengkap jika 

untuk setiap nx  ada Xx  sedemikian sehingga nx  konvergen ke x. 

2.2. Ruang Bernorma 

Berikut ini akan dijelaskan tentang peranan metrik dalam ruang bernorma dan 

ruang Banach. 

Definisi 2.3:  

 Diberikan ruang vektor X.  



1. Sebuah norma pada ruang vektor X adalah fungsi bernilai real pada X, dinotasikan  

sedemikian sehingga untuk setiap Xyx,  dan R  memenuhi: 

 (N1) 0x , dan 0x  jika dan hanya jika 0x . 

 (N2) xx . 

 (N3) yxyx . 

2. Sebuah metrik d pada X yang dibentuk oleh norma pada X didefinisikan oleh 

yxyxd , .  

3. Ruang bernorma X adalah ruang vektor yang dilengkapi dengan metrik yang dibentuk 

oleh norma, dinotasikan oleh (X, ||•||). Sebuah ruang Banach adalah ruang bernorma 

yang lengkap. 

 

2.3. Ruang Frechet 

Dalam hubungannya dengan ruang bernorma yang sudah didefinisikan 

sebelumnya, berikut  ini akan didefinisikan pula  fungsi norma khusus pada suatu ruang 

barisan.  

 

Definisi 2.4: 

 Diberikan ruang barisan X. 

1. Fungsi norma  ||•|| pada X disebut norma-F, jika  untuk setiap Xyx,  memenuhi: 

a. ||x|| 0 dan ||x||= 0 jika dan hanya jika x=  

b. 1. jika 0n  ( n ), maka || n x|| 0  ( n ) 

      2. jika ||xn|| 0  ( n ), maka || xn|| 0  ( n ), untuk setiap                                 

R  

c. ||x + y||  ||x|| + ||y||. 

2. Ruang barisan X yang dilengkapi dengan norma-F disebut ruang bernorma–F. 

3. Ruang Frechet atau ruang F adalah ruang bernorma-F yang lengkap. 

 

Definisi 2.5: 

 Sebuah ruang Frechet X dari barisan real disebut memiliki sifat AK, jika X 

memuat semua barisan hingga dan 0N xx , N . 

 

Teorema 2.1:  

 Jika ruang Frechet X  mempunyai sifat xxN , untuk setiap x X maka X 

merupakan ruang FK. 

 

Definisi 2.6: 

 Misal X sebuah ruang barisan bernorma-F. X disebut mempunyai GHP jika untuk 

sebarang barisan blok 
nz  dengan 0nz n , ada subbarisan bilangan bulat 

positif {n(k)} sedemikian sehingga berlaku Xz
1k

kn
. 



 Berkaitan dengan definisi tersebut, untuk suatu ruang  bernorma yang lengkap 

ternyata mempunyai GHP akan dibuktikan pada teorema berikut ini: 

 

Teorema 2.2: 

Sebarang ruang bernorma lengkap mempunyai  GHP 

Teorema 2.3:(Pluciennik) 

Diberikan sebarang ruang barisan X. X mempunyai GHP dan xxN , untuk 

setiap N. Y memenuhi yyN

Nsup , dan YX:P  operator superposisi yang 

didefinisikan oleh Yxxx
1kkg k,gPP , untuk setiap Xx . Jika k,g  

terbatas pada setiap interval terbatas (untuk setiap k), maka P terbatas lokal pada 0. 

 

Teorema 2.4: 

Diberikan sebarang ruang barisan X. X mempunyai GHP dan xxN , untuk 

setiap N. Y memenuhi yyN

Nsup , dan YX:P . Jika k,g  terbatas pada setiap 

interval terbatas (untuk setiap k), maka P terbatas lokal. 

 

Teorema 2.5: 

 Diberikan sebarang ruang barisan X. X mempunyai GHP dan xxN , untuk 

setiap N. Y memenuhi yyN

Nsup , dan operator superposisi YX:P  dengan  

00k,g  untuk setiap k. P terbatas lokal jika dan hanya jika k,g  terbatas pada setiap 

interval terbatas (untuk setiap k). 

 

2.4. Himpunan Konveks. 

 Definisi berikut menjelaskan suatu himpunan dikatakan konveks. 

 

Definisi 2.7: 

 Diberikan sebarang himpunan A. A dikatakan konveks jika untuk setiap A,vu  

dan sebarang scalar  dengan 10  berlaku A1 vu . 

 

2.5. Fungsi Konveks 

 Sarat suatu fungsi dikatakan konveks akan disajikan dalam definisi berikut. 

 

Definisi 2.8: 

 Misal RRf n: . Fungsi f dikatakan konveks jika fD   konveks dan untuk 

setiap fvu D,  berlaku vfufvuf 11 . 

 

2.6. Teorema-teorema lain 

1. Ketaksamaan segitiga 

Untuk setiap Rba,  berlaku baba  

2. Sifat Archimedes 

Jika Rx  maka terdapat Nxn  sedemikian sehingga berlaku xnx  



C.   RUANG BARISAN MUSIELAK-ORLICZ 

 

Ruang barisan Musielak-Orlicz nerupakan ruang barisan yang dikenai fungsi M, 

dimana fungsi M tersebut memetakan dari field RZ  ke field R . 

 

Definisi 3.1: 

Diberikan fungsi RRZM :  yang memenuhi kondisi untuk setiap k: 

0)0,k(M . 

),k(),k( tMtM . 

),k(M  kontinu pada RZ . 

),k(M  naik pada interval ),0[  dan 

),k( tM  untuk t . 

Ruang barisan Musielak-Orlicz merupakan himpunan dari barisan yang 

didefinisikan: 

1k

,k: tMxlM
. 

Pada teorema berikut ini akan ditunjukkan bahwa Ml  merupakan kelas konveks. 

 

Teorema 3.1: 

Ml  merupakan kelas konveks. 

Bukti: 

Karena ),k(M  naik pada interval ),0[  untuk setiap k maka untuk 0, , 

1  dan Ryx,  berlaku: 

  ),k( yxM  ),k( yxM  

  yxyxM ,max,max,k  

  yxM ,max,k  

  yMxM ,k,k . 

Karena untuk setiap k, ),k(),k( tMtM  akibatnya 

 ),k( yxM  yMxM ,k,k . 

Dengan demikian Ml  merupakan kelas konveks. 

 

Teorema 3.2:  

Jika fungsi M memenuhi kondisi- 2   maka Ml  linear. 

 

Bukti: 

Akan di tunjukkan: 

a) Jika Mlx  maka Mlx , untuk setiap R  dan 

b) Jika Mlyx,  maka Mlyx . 

Misal: 
1k

k,k xMx  



a) Berdasarkan hukum Archimedes, untuk sembarang R  ada Nm  sedemikian 

sehingga berlaku m2 . Karena ),k(M  naik pada interval ),0[  maka 

diperoleh 

  k,k xM   k2,k xM m  

     k

1

1k 2,k xMc m  

     k

2

21k1k 2,k xMcc m  

     . 

     . 

     . 

     k21k121k1k ,k......... xMccc mm . 

 Sehingga diperoleh 

 
1k

k,k xM   
1k

k21

1k

k1211 ,k.........1 xMc mm   

            Dengan demikian jika Mlx  maka Mlx , untuk setiap R . 

b) kk,k yxM   kk 2
2

1
2

2

1
,k yxM  kk ,k2,k yMxM  

Sehingga diperoleh 

1k

kk,k yxM   
1k

k

1k

k ,k2,k yMxM . 

Berdasarkan pembuktian pertama untuk Mlyx,  maka Mlyx 2,2 . 

Akibatnya  

1k

k

1k

k 2,k2,k yMxM . 

Dengan kata lain Mlyx  untuk Mlyx, . 

Dari a) dan b) dapat disimpulkan bahwa Ml  linear. 

 

Teorema 3.3 

Jika norma 
x

x |0 inf , untuk setiap Mlx  dengan 

1k

k,k xMx  maka norma x  merupakan norma-F. 

Bukti: 

 Untuk membuktikan bahwa norma x  merupakan norma-F, harus dibuktikan  

bahwa norma tersebut memenuhi: 

1. 0x  jika dan hanya jika 0x . 

0x  0|0 inf
x

 0
x

 0,k
1k

kxM  

  0,k kxM  0
x

 0x . 



 Jika 0Lim n
n

 maka 0Lim xn
n

, untuk setiap Mlx . 

0Lim n
n

, artinya untuk setiap 0   terdapat NK  sedemikian sehingga 

untuk setiap Kn  brrlaku 
n

. 

 xx nn
. Karena 

x
|0 infx  maka untuk setiap 0  

berlaku x , akibatnya xx nn
. 

 Jadi untuk setiap 0  terdapat NK  sedemikian sehingga untuk setiap 

Kn  brrlaku xn
. Dengan kata lain 0Lim xn

n
. 

2. Jika 0Lim n
n

x  maka 0Lim n
n

x , untuk setiap R . 

Pada pembuktian ini akan dibagi menjadi 2 kasus: 

a. Untuk 0  

0Lim n
n

x , artinya untuk setiap 0   terdapat NK  sedemikian 

sehingga untuk setiap Kn  berlaku nx . 

nn xx . 

Jadi untuk setiap 0  terdapat NK  sedemikian sehingga untuk setiap 

Kn  berlaku 
nx . Dengan kata lain 0Lim n

n
x . 

b. Untuk 0  

Jelas 0Lim n
n

x . 

3. yxyx . 

yx

yx

y

y

yx

y

x

x

yx

x
 

y

y

x

x
yx . 

    

Karena yx
yx

yx
yxyx :0inf  maka 

yxyx . 

Teorema 3.4: 

 Misalkan didefinisikan norma 
x

x |0 inf , untuk setiap Mlx  

dengan 
1k

k,k xMx . 

Suatu ruang Ml  dengan norma yang didefinisikan seperti di atas merupakan ruang 

Frechet. 



Bukti: 

Untuk membuktikan Ml  adalah ruang Frechet, harus ditunjukkan  bahwa Ml  

lengkap. 

Misal nx  sebarang barisan di Ml  sedemikian sehingga 0mn xx , untuk 

mn, . Diperoleh 

 
1

,
k

m

k

n

k

mn xxkMxx  untuk mn, . 

Akibatnya untuk setiap k berlaku  

 
m

k

n

k xxkM , , untuk mn, . 

Karena M kontinu dan naik pada interval ,0  maka  

0m

k

n

k xx , untuk mn, . 

Jadi untuk setiap k, 
1k

n

kx  merupakan barisan Cauchy pada ruang lengkap R. sehingga 

untuk setiap k terdapat Rxk  sedemikian sehingga k

n

k xx  untuk n . Misal 

kxx , akan ditunjukkan 0xx n  untuk n  dan Mlx . Untuk setiap 0  

terdapat NK  sedemikian sehingga berlaku  

 
1

,
k

m

k

n

k
mn xx

kM
xx

, untuk Knm, . 

Akibatnya untuk setiap P berlaku 

 
P

k

m

k

n

k xx
kM

1

, , untuk Knm, . 

Sehingga untuk suatu nilai Kn  yang tetap dan untuk sebarang bilangan bulat positif 

P berlaku 

 
P

k

k

n

k xx
kM

1

, , untuk m . 

Dengan demikian  

xx n

, untuk Kn . 

Jadi untuk setiap 0  terdapat NK  sedemikian sehingga untuk setiap Kn  

berlaku xx n . Dengan kata lain 0xx n  untuk n .  

Terbukti bahwa Ml  adalah ruang Frechet 
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