
 

Panharmonik 

Tulisan ini menjelaskan  solusi persamaan Yukawa 
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dimana  konstanta positif. 

Sebuah solusi C
2
 dari (1) dalam sebuah domain disebut Panharmonik. 

Pers. (1) dikembangkan oleh Hideki Yukawa fisikawan Jepang, untuk menjelaskan / 

menggambarkan potensial nuklir dari sebuah titik sumber. Untuk melihat bagaimana 

bentuk solusinya, berikut ini cuplikan teorema dari Journal of Mathematical Analysis and 

Applications 146. 570-579. (1990), dalam topik “Bierbach Condition for a class of 

Pseudo-Analytic Functions” oleh J.L. Schiff & W.J. Walker. 

Teorema 

Jika u(r, ) adalah panharmonik dalam sebuah disk (dalam hal ini daerah lingkaran) x
2
 + 

y
2
  a

2
, maka untuk 0  r < a,  
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Catatan: 

Untuk masing-masing n, I r e
n

in( )   adalah sebuah solusi dan dalam hal khusus 

I0 ( ,r) adalah solusi positif lainnya.   

Bila kita cermati, bentuk pers.(1) merupakan masalah nilai eigen   u = u, dan cukup 

wajar jika  = 
2
 > 0. 

Bukti 
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Dengan mengubah kedalam koordinat polar, misalkan  



x = r cos ,  y = r sin ,  tan  = y/x, dan x
2
 + y

2
 = r

2
, maka diperoleh 
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Dengan metoda peubah terpisah, misalkan u(r, )=R(r )G (  ) solusi (2), maka 

diperoleh, 
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Karena sisi kiri hanya bergantung pada r dan sisikanan hanya bergantung pada , 

sedangkan r dan  peubah bebas,maka haruslah pers. (3) konstan. Sebut saja . 

Dari pers. (3) tersebut, diperoleh dua buah pers. diferensial biasa,  

                                        G’’ +  G = 0                                                    (4) 

dan                          r
2
 R’’+ rR’ - (r

2 2
 + )R = 0                                        (5) 

Karena daerah domainnya adalah daerah lingkaran, maka haruslah G merupakan fungsi 

periodik. Selanjutnya untuk menyelesaikan  (4) dan (5), kita bagi dalam tiga kasus; 

Kasus  = 0, maka pers (4) menjadi G’’ = 0, dan solusinya adalah fungsi linear dalam ,  

tetapi G harus periodik. Jadi haruslah G konstan. (sebut G = c). 

Dari pers. (5),  r
2
 R’’+ rR’ - (r

2 2
 )R = 0, maka solusinya adalah  
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Solusi yang kedua bila r maka R karena itu solu ya cukup R saja

1
1

20 2

2

1

0 1

1

2 10

( )
( !)

,

( ) ( ) ln( ).

, , sin .

 

 Solusi untuk kasus ini,  



                                              .u(r, c R r c
nn

r
n

) ( ) .
( !)

.
1

1
20 2

2
 

 

 

 

Kasus  < 0, sebut saja  = -v
2  

, v > 0, maka persamaan (4) dan (5) menjadi 

                                        G’’ - v
2
 G = 0                                                    (4) 

dan                          r
2
 R’’+ rR’ - (r

2 2
 - v

2
)R = 0                                        (5) 

Pers.(4) memiliki solusi G(  ) = A e
v

 + B e
-v

.  

Solusi ini tidak periodik, karena itu untuk kasus ini, pers. (2) tidak punya solusi yang 

periodik.  

 

 

Kasus   > 0, sebut saja  = v
2  

, v > 0, maka persamaan (4) dan (5) menjadi 

                                    G’’ + v
2
 G = 0                                                    (4) 

dan                          r
2
 R’’+ rR’ - (r

2 2
 + v

2
)R = 0                                   (5) 

Solusi dari pers.(4) adalah  

                               G( ) = Acosv  + Bsinv   = e
 iv

  

Dengan syarat G(a, ) = G(a,- ),  a  r, maka diperoleh  sinv  = 0. 

                                       v = n 

                                      G( ) = e
 in

. 

Pers. (5), memiliki bentuk solusi, 
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Dan 

                          R r t v cn
n

tn cR t
2 0 1

( ) * ln ,                t = r.  

Bila r  0, maka R2 (r )  -  , karena itu R2 tidak menarik, jadi  kita ambil  
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karena v = n. 

Misalkan R( r ) = In . 

 u(r, )= R(r )G( ) = In (r )e
 in

, n bilangan bulat. 

Karena kombinasi linear dari solusi PD linear adalah solusi (Prinsif Superposisi), maka 
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dan berdasarkan Transformasi Fourier diperoleh
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