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3.3 Sampel Acak dan Nilai Harapan dari Rerata Samgel d
Matrik Kovarians

Kita asumsikan bahwa nilai variabel pengamatan dssndkan himpunan data .
Andaikan data bukan hasil pengamatan, tetapi letaiat mengumpulkan n himpunan
dari pegukuran p variabel. Sebelum pengukuran dilmilai-nilai tersebut tidak ada, oleh
karena itu diprediksi. Konsekuensinya, diprosesgabvariabel acak.

Didalam konteks ini, misal entri (i,j) di dalam damatrik menjadi variabel acak .
Masing-masing himpunan berukuran pada p variadedbh sebuah vektor acak dan kita
mempunyai matrik acak:
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Sebuah sampel acak didefinisikan:

Jika vektor kolomX, X,,...... X pdBa8) muncul pengamatan independen

n

dari distribusi gabungan dengan fungsi kepadataf) = f (x, %,,......, x.) , maka

p

X Xoppeonnnn X, dikatakan bentuk susdmpel acak dafi(x) . Secara matematis,
hasil f(x)f(x,)...f(x,), dimana f (x,) = f(x;.x

21 Xy ) adalah fungsi

kepadatan dari kolom vektor ke-j.
Perhatikan , dupoint yang berhubungan dengan definisi sampel acak:
1. Pengukuran p variabel pada sebuah percobaggaiseperti X', = [le Kgjrenes X pJ}
, biasanya berhubungan. Tentu saja, kita harapkanenjadi sebuah kasus. Ukuran

dari percobaan yang berbeda , bagaimanapun hanjadnedependen.



2. Kebebasan pengukuran dari percobaan ke percdlinmungkin tetap manakala
variabel mungkin menyimpang dari waktu ke waktipesg himpunan p harga bursa
atau p indikator ekonomi.

Jarak Euclid, jika komponen-komponennya suatu vdkdbas dan mempunyai beberapa

varians. Misalkan letak baris ke¥| :[Xil,Xiz,... X darK dipandang sebagék titi

pada n dimensi.

Letak dari titik ini ditentukan oleh peluang dibtisi gabunganf (y.) = f (X,,X,,...,%,)

ketika X;,%,,...,%, adalah sampel addl;) = f (X, %,,.... %)= F; () (X,)... f; (X,)

dan akibatnya, setiap penambahan koordix;}t sama dengan letak distribusi marginal

identik f;(X;) . Jika n komponen tidak bebas atistritlusi marginal tidak identik,
kegagalan dari pengukuran (koordinat) individualgketak asimetris.

Kesimpulannya, jangkauan distribusi sampling unfuk dan S, dengan tidak membuat

asumsi mengenai variabel pokok distribusi gabundgaehingga kita dapat melihat

bagaimanax darg, menyatakan titik estirdasi populasi korespondensi rerata
vektor 4 dan matrik kovariargs

Akibat 3.1

Misalkan X, X g X, adalah sahgmak dari distribusi gabungan dengan rerata

vektor 7 dan matrik kovariaggs . Maka adalah estimasi tak bias pada  dan matrik

kovariansnya adalal%z , dimana
E(X)=u  (populasi rerata vektor)

Cov(X) :%Z (populasatrik varians-kovarians dibagi oleh ukuran sampel

untuk matrik kovarianss1 E®S) :n__lz = z__lz makE(ilSnj =2
n n n-

n
Jadi {(n—l)} S merupakan estimasbiak pada- . Sedannga

merupakan estimasi bias dengfiias) = E(S)-Z= —(ij S
n

Bukti:
Diketahui X :()(1+x2 +,,_+xn)/n , dengan menggunakan pernyataan (2-24)

E(X+Y) =E(X)+E(Y)
E(AXB) = AE(X)B



Diperoleh:

o 1 1 1
E(X)=E| =X, +=X,+...+=X
(=E[ X+ X+t X,

= E(Exl} E(Ex2j+...+ E(—lxnj
n n n

:%E(xl)+%E(x2)+,, +%E(Xn)

=%ﬂ+ﬁl,u+...+ﬁlﬂ

=y |
Kemudian (X - 4)(X - ) = %g(xj_ﬂ)]( é(x'_”)J

_ _ — ol (& & ,
maka Cov(X) = E(X —,u)(X —,u) :F(ZZ E(Xj —,u)(XI - ) )
j=1 I1=1
untukj #| , setiap entri dIE(XJ. —,u)(XI —,u)' adalah nol.
Sebab entri-entrinya adalah kovarians antara koempdari X; dan komponeX,

dan independen.

Pada pernyataan (2-29) yaitGov(X,,X,) =0, jika X, dan X, independen
Karena itu, COV(X) =5 (ZE(X i_'u)(xi _'U)'J

Karenaz = E(X; —¢)(X; — )" dakh populasi umum matrik kovarians untuk setiap

X, , kita peroleh

Cov()_():n—lz(zn:E(xj—y)(xj—,u)’J == (Z+Z+...+3) :%(nz)z(}jz

=

Berlaku pada nilai harapa|$n dengan cat(il‘a‘-n' X, )(XM —Xk)
Merupakan elemen(i,k) pa@al —>_<)(XJ. —>_()'



Mewakili penjumlahan dari matrik persegi dan pagw@bapat ditnuliskan sebagai berikut:

3¢, 50, %) =3, -%)x; o[ S, %) ) 730X 7K

=1 =1

karena » (X, -X)=0 daX'=) X/ .Sehingga nilai harapannya adalah
i1 =

E(Zn:XjX'j —n)_()_('J = E(X, X)) - nE(XX)

j-1 -1

Untuk beberapa vektoy  dengd&(V) = 1, danCov(V)=Z, , kita mempunyai
EMW')=Z,+uu, Konsekuensiy@X X, ) ==+ darE(XX') :%Z +
Gunakan hasil ini, %" g(x X ') -nE(XX") = nZ +nyy/ - n(%i + W’j =(n-1)%

=1

n-1)

2.

=]

1) & vy,
karena S, :(Hj(ijxj —nXX’J sedemikian sehinggaE(S,) :(
=1

Akibat 3.1
Ditunjukkan bahwa entri(i,k)  d LF s, adalah estimasi takbias pa@ia
Bagaimanapun, sampel individu standar devdg yang bukan estimasi takbias
dari koresponden banyak populagﬁii , difgtdengan salah satu n atau n-1 sebagai
pembagi. Selain itu, koefisien korelagi yaogan estimasi takbias dari banyak
populasi P« . Meskipun, biEé\/g)— o, atauE(r)—p, , biasanya dapat
diabaikan jika ukuran n sampel cukup besar.
Pertimbangan pada bias mendorong suatu perubahaisiddari matrik varians-
kovarians sampel. Akibat 3.1 menyediakan kepadada@hgan suatu estimasi takbias S
untuk y . (Takbias) Matrik varians-kovarians gén

s=(1)s =520 X)X %) ey
Disini S mempunyai entl(ii1k) (0-1)_1Z(Xu _Xi)(xki _)_(k) . Definisirdaampel
kovarians ini biasa dipakai dalam tes statistiktimatiat. Oleh karena itu, akan

digantikanS, sebagai matrik kovarians sampklndderbagai materi.



3.4 VariansUmum
Untuk variabel tunggal biasanya varians sampelrdigan untuk menggambarkan
banyaknya variasi pengukuran pada variabel ituikqt variabel merupakan
pengamatan pada masing-masing unit, variasi digeékah oleh matrik varians-

kovarians sampel
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Matrik kovarians sampel memuat p varians d%lrp( p—1) kemungkinan kovarians
yang lain. Kadang-kadang itu yang diperlukan umignentukan suatu nilai numerik
tunggal pada variasi yang dinyatakan oleh S. Sahap untuk nilai determinan dari S,
yang mereduksi varians sampel biasa dari suatktesistik tunggal p = 1. Determinan
ini disebut varians sampel umum.

Varians sampel umum=|§ ... (3-12)
Ketika p>1, di dalam prosesnya beberapa informaspgl hilang. Penjelasan secara
geometrik dar|S| akan membantu kita mendesikiapsiya. Anggap dua vektor deviasi
dalam bidange =y ~x1dane,=y,-%,1 - Misalkan Lel merupakan panjang ari
dan I—% merupakan panjang d@ﬁi . Geomgdri

/

7] 7/
) & 7z
V4

Lez

dan luas trapesium di gambar ini adal(alkq sin(@)) L,
Karena COS (49) + sirf (49) = ! kita dapat menggambarkan luas ini sebagai

Luas=L, L, \1- cos ()



Dari (3-5) dan (3-7)

—ee Z(x, ) (3-5)

=cos(8,) (37
J_ &
Sehingga L, :1/; X ‘71 :\/(”‘1)511 L, = Z(ij —Xz)z :m darcog(6) =r,,
Oleh karena itu, Luas=(n-1)/s,\/s,y1-r5=(n-1)/s,s,{1-r3) .. (3-13)

Juga’|s| ‘F S} E—j:rr r]

Jika kita dibanding (3-14) dan (3-13), terlihat wah |S| =

=S5, 7 S152] izz S, 2{1_ r 21) ...(3-14)

(uas)®
Asumsikan bahwa| = (n-l)_(p_l) (volume)® menyatakan volume dengan n space oleh
p-1 vektor deviasfis - - p 1 kita dapat menentukan hasil untuk p vektor deviasi
dengan induksi
Varians sampel umum=|9 = (n-1) " (volume)’ .(3-15)
dengan vektor devia®, = Y, ~X1,€,=y,=X,1... e, =y, ~X 1
Varians umum digambarkan ke dalam p-space titiisgbyang mewaliki data.
Seringnya menggambarkan secara intuisi menyangkatran titik rerata sample
X = [7(1,?2,... ,Yp} . Anggap pekigan jarak
0<(jarak)’=xAx jikax#0Q - (2-19)
dengarx berperan pada titik terteatu ~ &h berperan pada A. Dengan pilihan ini,
koordinat X' = [Xu X,y ,xp] pada titik suatu jarak konstan c ddri  yang
memenuhi
(x-%) S(x-%)=c® ... (3-16)
Ketika pzl(x‘i)' S (x-x%) :%

dalam satuan standar deviasi.

merupakan jarak persegi dX{i )_(ie

Persamaan (3-16) menetapkan pusat hiperelipsoixl dsuatu elips jika p=2) . Ini dapat
ditunjukkan menggunakan kalkulus integral bahwaina pada hiperelipsoid

berhubungan dengq@| . Yaitu,



[x: (x-%) S*(x-X)< cz} =k,|5"*c”
atau
(volume elipsoid)” = (konstan) ( vaiians sampel umum)
277.[)/2

dimanak, =———
p pr(

o/ 2) ; dengBfz) merupakan notasi fungsi gamma.

Walaupun variansi umum mempunyai beberapa intalsgymemuaskan penafsiran
geometris, inilah kelemahannya dalam menggambarnienk kovarians sampel S.
llustrasi:

Misalkan tiga matrik kovarians sampel dan diperdeéfisien kovarians

sebagai berikut:
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My = : - =8 r,=—=m==-8 ,=—=m==0
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Setiap matrik kovarians mempunyai beberapa vatansn yaitu |S| =9 , namun jelas

berbeda struktur korelasi (kovarians). Perbedtaktar korelasi tidak ditemukan oleh

S -



