DISTRIBUSI NORMAL MULTIVARIAT

4.6 Menaksir Asumsi-asumsi Kenormalan
Pada pembahasan teknik-teknik statistik multitagkan banyak diasumsikan bahwa

setiap vektor observasi; ¥erdistribusi normal multivariat. Diketahui pulaph saat ukuran
sampel besar dan teknik yang digunakan hanya bemgpada sifatX atau jarak yang
melibatkan X dalam bentukn(X - u)'S™(X - ) maka asumsi kenormalan masing-masing

observasi menjadi tidak terlalu penting. Meskipueméian, untuk beberapa tingkatan
kualitas kesimpulan berdasarkan metode tersebgantimg pada seberapa mirip populasi
yang kita teliti menyerupai populasi normal. Seklimgdiperlukan metode untuk

mengidentifikasi bentuk populasi awal yang dihaeaploerdistribusi normal multivariat.

Penyelidikan kita terhadap kenormalan hanya akkkukan dalam satu dan dua dimensi
dari observasi, karena kita akan kesulitan mengkaksinya untuk lebih dari dua dimensi

observasi.

A. Mengevaluasi Kenormalan dari Distribusi Marjinalivariat

Secara garis besar, kita dapat mengevaluasi ketarngari distribusi marjinal
univariat antara lain dengan cara:
1. Menggunakan Pendekatan Kenormalan untuk DistriBasipling Proporsi
Kita dapat memplot data dalam bentuk diagram titlkuk ukuran sampel yang
kecil dan histogram untuk ukuran sampel n > 25, ml dapat membantu
memperlihatkan situasi distribusi univariat. Jikaetigram untuk variabel Xampak
simetris maka kita dapat mengecek kenormalannyia lglnh dengan menghitung

jumlah observasi-observasi pada interval tertentu.

Pada distribusi normal berlak(yui —\/Ei,yi +\/?“) memiliki peluang 0,683 dan
(/4—2\/7“,/,4 +2\/?“) memiliki peluang 0,954. sehingga dengan ukuranpsam
yang besar, kita harapkan proporsi terobservasig yaerada dalam interval

interval ()‘(i —2\/§,Z +2\/§) sekitar 0,954.

Dengan menggunakan pendekatan kenormalan untulbdgtsampling proporsi

()‘(i —ﬁ,z +\/§) sekitar 0,683 dan proporsi terobservasi yang daerdalam

, diperoleh

. 0,683(0,317) _ 1,396
. —0,68 >3‘/( 683(0317) _ 1
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0,954)\0,046) _ 1,628
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Sehingga sample kita memenuhi persamaan (1), makaihmengindikasikan

|p; —0954>3

bahwa karakteristik ke-i berasal dari distribusrmal. Jika proporsi terobservasi

terlalu kecil, maka ujung distribusi ini lebih telokri distribusi normal.

. Menggunakan Q-Q Plot

Jika Q-Q plot yang merupakan plot dari kuantil sahyang diurutkan ¢x lawan
kuantil terstandarisasi yang berkorespondensi denga(q) memiliki titik-titik yang
terletak mendekati garis lurus, maka dikatakan lzablservasi tersebut berdistribusi
normal.

Q-Q plot tidak akan memberikan informasi yang baggijika ukuran sampel
terlalu kecil, sehingga diharapkan sampel berukara20.

Misalkan %, X, ..., % merupakan n observasi pada sembarang karakteristik
tunggal X, maka langkah-langkah membuat Q-Q plot adalahgseterikut:

a. mengurutkan observasi asal untuk memperolgh %), ...,Xn) dimana ¥ <

X < ... < Xm , kemudian menentukan nilai pendekatan peluangy yan

berkorespondensi dengannya, yagl;ni) , (2 — %) (n — }/2)

n n
b. menghitung quartii normal standar 10 ¢2, ...Qn dengan
i) ;
1L hg-p 17k
P(z < Qm)‘ J'—em 022 =, : (2)

c. memplot pasangan observasji(dXa)), (d2), X@), ---» (Qn) Xn) dan melihat
kelinearan hasilnya.
Kelinearan hasil Q-Q plot tang hanya dilihat bealkan pengamatan kasar,
dirasa perlu dikuatkan oleh bukti formal. Untuk raetukan kelinearan dari Q-Q plot,
kita dapat menghitung koefisien korelasi titikkidalam plot tersebut, yaitu:

Zn:(xm _;()(qm —EI)

o = —— 3

b (e -af

j=1 j=1

Secara formal kita akan menolak hipotesis kenomdkengan taraf signifikan
sebesan jika ro memiliki nilai dibawah nilai patokan yang tercantutalam tabel
berikut:



Tabel 1

Ukuran
sampel Taraf signifikan a

(n) 0,01 0,05 0,10
5 0,8299 | 0,8788 | 0,9032
10 0,8801 | 0,9198 | 0,9351
15 0,9126 | 0,9389 | 0,9503
20 0,9269 | 0,9508 | 0,9604
25 0,9410 | 0,9591 | 0,9665
30 0,9479 | 0,9652 | 0,9715
35 0,9538 | 0,9682 | 0,9740
40 0,9599 | 0,9726 | 0,9771
45 0,9632 | 0,9749 | 0,9792
50 0,9671 | 0,9768 | 0,9809
55 0,9695 | 0,9787 | 0,9822
60 0,9720 | 0,9801 | 0,9836
75 0,9771 | 0,9838 | 0,9866

100 0,9822 | 0,9873 | 0,9895

150 0,9879 | 0,9913 | 0,9928

200 0,9905 | 0,9931 | 0,9942

300 0,9935 | 0,9953 | 0,9960

Selain dengan menghitung, beberapa perangksdftware mengevaluasi statistik
asal menggunakan Shapiro-Wilk, yaitu bentuk korelgagng berkorespondensi
dengan menggantiggdengan nilai fungsi ekspektasi statistika normadadl yang
terurut dan kovariansnya.

Kita tetap lebih memilih menggunakasg, rsebab ¢ berkorespondensi secara
langsung dengan titik pada plot nilai normal. Nandemikian, untuk ukuran sampel
yang besar kedua statistik tersebut hampir samaggghkeduanya dapat digunakan
untuk memutuskan kekurangcocokan dalam kenormalan.

Kombinasi linear untuk lebih dari satu karaktekistlapat diselidiki. Banyak

statistikawan menyarankan untuk memplot

&x; dimanasg = 1,8

Dan A, adalah nilai eigen terbesar dari S. Disij =[XjXo;s---X;] adalah

observasi ke-j dalam p variabel;,XX,, ..., X. Kombinasi linear é'pxj yang
berkorespondensi dengan nilai eigen terkecil jugeng menguntungkan dalam
penyelidikan.

B. Mengevaluasi Kenormalan dari Distribusi Marjinal/&iiat

Secara garis besar, kita dapat mengevaluasi ketawndari distribusi marjinal

univariat antara lain dengan cara:



1. Menghitung Titik - titik dalam Kontur dan Membandkannya dengan Teori
Peluang.

Kita telah mengetahui bahwa diagram pencar untsampgan karakteristik akan
normal dan kontur kepadatannya berbentuk elipsgbservasi berasal dari distribusi
normal multivariat. Sehingga kita harus menunjukkafa yang secara keseluruhan
menyerupainya.

Berdasarkan teori, himpunan hasil bivariat x seé&misehingga

(x=p) =H(x-p)< X% 09)
memiliki peluang 0,5. Sehingga secara kasar, dikarapresentase yang sama, yaitu

50% dari observasi terletak pada elips.
Semua x sedemikian sehingfa-X) S™(x - X) < xZ (05) dimana kita mengganti

i dengan nilai estimasiny@dan Y™ dengan nilai estimasiny®™" menyatakan
observasi x yang terletak dalam elips.

Jika observasi —observasi berdistribusi normala Kitarapkan setengah dari
observasi — observasi tersebut terletak pada koRerbedaan proporsi yang jauh

mengindikasikan bahwa asumsi kenormalan ditolak.

2. Menghitung Chi-kuadrat Plot

Prosedur ini tidak terbatas hanya untuk kasus iaityaapi juga untuk p variabel
dengan p> 2. terlebih dahulu akan didefinisikan mengenaakakuadrat yang
diperumum, yaitu:

d? =(x, -x)s*(x, -%) denganj=1,2,..,n (4)
dengan x Xz, ..., % adalah observasi sampel.

Saat populasi awal (induk) berbentuk normal mutiatadan sampel berukuran
besar sehingga n dan n - p lebih dari 25 atau 3&kansetiap jarak kuadrat
d/,dZ,...,d>merupakan variabel acak berdistribusi chi-kuaditdlaupun jarak-jarak
ini tidak saling bebas atau tidak berdistribusi-lkhadrat secara tepat, namun kita
perlu memplotnya dengan chi-kuadrat plot.Langkaigkah membuat chi-kuadrat

plot:
a. Mengurutkan jarak kuadrat yang telah didefinisiketa persamaan (4) dari

yang terkecil sampai yang terbesar, yalfu< d? <...<d?.



L L
b. Gambarkan pasangan (d(zj),)(ﬁ( Z/D dimana )(f)( 2/jadalah

10Q(j - %)

———7= persentil dari distribusi chi-kuadrat dengan derigbebasan p.
n

Plot yang dihasilkan diharapkan menyerupai bentatsgurus. Jika berbentuk
kurva yang sistematis, maka hal ini mengindikasikanormalan. Jika hanya satu
atau dua titik yang berada jauh dari garis lurugkanini merupakan observasi
pencilan dan perlu diteliti lebih jauh.

Kita telah mendiskusikan beberapa teknik sederham@k menguji asumsi

kenormalan. Secara rinci, kita memilih menggunab@mitungan jarak kuadrat?, j

= 1, 2, ..., n dan membandingkan hasilnya dengasep#l-persentil y*. Jadi,

sebagai contoh kenormalan p-variat diindikasikka: ji

a. Secara kasar, setengah dafi kurang dari atau sama deng,gﬁl(O,SO).

b. Plot dari jarak kuadrat yang terurutd’<d<..<d? lawan

1 1 n-l
)(ﬁ(l %jxﬁ(z 2/})(‘2)( 2/] secara berurutan mendekati garis lurus.

Simpangan kenormalan sering terjadi pada satu letsib observasi pencilan.

Observasi-observasi ini sering dapat diidentifikasidengan satu atau lebih dari plot-

plot berikut:
a. Histogram atau diagram dahan-daun yang menampikeaervasi-observasi
(xj, j= 1, 2, .., n) atau observasi-observasi yangtaddarisasi
Z; :(Xij -X) |

,j =12,...,n untuk tiap variabel (i=1, 2, ... ,p).

Si

b. Diagram pencar yang dikonstruksi oleh observaseniasi bivariat tiap

pasang dari variabel-variabel.
c. Chi-kuadrat plot dari jarak kuadralf’ = (xj —X)' S‘l(xj —X) dengan j=1,2,

ey N
Jika teridentifikasi pencilan, maka subjek harusebidiki lebih jauh. Berdasarkan
kealamian dari pencilan dan keobjektifitasan dalpemyelidikan, pencilan dapat
dihilangkan atau diboboti secara tepat pada asaedanjutnya.
Catatan bahwa semua pengukuran yang memuat ketglaan penting untuk
ditinjau kembali. Saat sampel berukuran kecil, ladaty tingkah laku data yang sangat



menyimpang yang diidentifikasikan tidak sesuai.d3i lain, sampel yang sangat
besar selalu menghasilkan ketidakcocokan secarstikta Namun, awal dari
distribusi yang ditetapkan mungkin sangat jarang dacara teknik tidak penting

untuk kesimpulan.

Berikut ini adalah contoh soal untuk masalah meal@si kenormalan dari distribusi
marjinal univariat dan bivariat:

1. Masalah mengevaluasi kenormalan dari distribusjinsunivariat

Bagian pengawasan kualitas di suatu pabrik ovemowave akan memonitor besarnya

emisi radiasi dari oven tersebut saat pintunyatuftuDiambil sampel oven secara acak
berukuran n = 42, dan diamati emisi radiasinya pa#t ditutup. Untuk menentukan

peluang dari radiasi yang melampaui level toleradgierlukan distribusi peluang dari

emisi radiasi. Dapatkah kita memandang bahwa olskein berdistribusi normal?

Data hasil observasi emisi radiasi adalah sebzaydiut:

No. No. No.

oven | Radiasi | oven | Radiasi | oven | Radiasi
1 0,15 15 0,10 29 0,08
2 0,09 16 0,10 30 0,18
3 0,18 17 0,02 31 0,10
4 0,10 18 0,10 32 0,20
5 0,05 19 0,01 33 0,11
6 0,12 20 0,40 34 0,30
7 0,08 21 0,10 35 0,02
8 0,05 22 0,05 36 0,20
9 0,08 23 0,03 37 0,20
10 0,10 24 0,05 38 0,30
11 0,07 25 0,15 39 0,30
12 0,02 26 0,10 40 0,40
13 0,01 27 0,15 41 0,30
14 0,10 28 0,09 42 0,05

Jawab:
Pertama kita akan mengujinya dengan melihat Q-® plo
Setelah kita mengurutkan hasil observagp)(xmenentukan nilai peluang pendekatan

yang berkorespondensi dengan _%), dan menentukan quartil normal standarnya
n
berdasarkan tabel distribusi normal baku, makardigk:
Observasi Peluang Quartil | Observasi Peluang Quartil
terurut pendekatan normal | terurut pendekatan normal
X@) ( j- }/) standar | (Xg) ( j - }/) standar
A2/ (dg) Al 72/ CI))
n n
0,01 0,0119 -2.26 0,10 0,5119 0.03




0,01 0,0357 -1.80 0,10 0,5357 0.09
0,02 0,0595 -1.57 0,10 0,5595 0.15
0,02 0,0833 -1.38 0,10 0,5833 0.21
0,02 0,1071 -1.24 0,10 0,6071 0.27
0,03 0,1310 -1.12 0,11 0,6310 0.33
0,05 0,1548 -1.02 0,12 0,6548 0.40
0,05 0,1786 -0.92 0,15 0,6786 0.46
0,05 0,2024 -0.83 0,15 0,7024 0.53
0,05 0,2262 -0.75 0,15 0,7262 0.60
0,05 0,2500 -0.67 0,18 0,7500 0.67
0,07 0,2738 -0.60 0,18 0,7738 0.75
0,08 0,2976 -0.53 0,20 0,7976 0.83
0,08 0,3214 -0.46 0,20 0,8214 0.92
0,08 0,3452 -0.40 0,20 0,8452 1.02
0,09 0,3690 -0.33 0,30 0,8690 112
0,09 0,3923 -0.27 0,30 0,8929 1.24
0,10 0,4167 -0.21 0,30 0,9127 1.38
0,10 0,4405 -0.15 0,30 0,9405 157
0,10 0,4643 -0.09 0,40 0,9643 1.80
0,10 0,4881 -0.03 0,40 0,9881 2.26

Karena ada beberapa observasi yang memiliki hasiysama, maka Q-Q plot yang
menggambarkan pasangana(dXay), (de, X2), --» (Qn), Xn) akan dibuat dengan
memplot untuk tiap nilai @ yang berbeda dan quartii normal standar yang
berkorespondensi dengannya diperoleh dengan matatean nilai-nilai g yang

diperoleh berdasarkan observasi asal, sehinggangasa(g), X;) yang akan di plot

adalah sebagai berikut:

X(i) S[0) X(i) 8[0)
0.01 | -2.0300 0.11 | 0.3300
0.02 | -1.3967 0.12 0.4000
0.03 | -1.1200 0.15 0.5300
0.05 | -0.8380 0.18 0.7100
0.07 | -0.6000 0.20 | 0.9233
0.08 | -0.4633 0.30 | 1.3275
0.09 | -0.3000 0.40 2.0300
0.10 0.2700

Dan Q-Q plotnya dapat diperoleh dengan menggunl&atuan program excel:
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bahwa hasilnya kurang linear, sehingga observpsrkirakan bukan berdistribusi

normal.

Untuk lebih meyakinkannya, kita akan menghitungfisten korelasi untuk Q-Q plot

(data yang digunakan adalah data asli, yaitu yahagrsyak 42 data), dari 42 data pada

soal maka diperoleh:

42

Z(X(j) - X)(q(j) - G) =38017

j=1
2 (x,, - x)? = 04122

2.

j=1
Z(q(i) _q)z =407318
j=1

J

Dengang =0

Sehingga dengan menggunakan persamaan (3) diperoleh

42

ro = =

Z(Xm _;()(qm -

a)

j=1 =1

38017

b (S -af

38017

/04122407318 40975

=0,9278

Uji kenormalan dengan taraf signifikansi 5% dan #2=tidak tercantum dalatabel 1 ,

namun dengan memanfaatkan nilai ptatel 1 dengan taraf signifikansi 5% dengan n =
40 dan n = 45 kita dapat memperoleh nilai yang litauhkan dengan teknik interpolasi

yaitu sebesar 0,97352.



Karena £=0,9278 < 0,97352 maka kita menolak hipotesis balobaervasi ini

berdistribusi normal, atau dengan kata lain bahissevasi tidak berdistribusi normal.

2. Masalah mengevaluasi kenormalan dari distribusjinsibivariat

Berikut ini adalah pasangan data observasi yangralgh dari 10 perusahaan besar di

Amerika:
Xi=penjualan Xo=laba

Perusahaan (dim jutaan dollar) | (dlm jutaan dollar)
General Motor 126.974 4,224
Ford 96.933 3.835
Exxon 86.656 3.510
IBM 63.438 3.758
General

Electric 55.264 3.939
Mobil 50.976 1.809
Philip Morris 39.069 2.946
Chrysler 36.156 359.000
du Pont 35.209 2.480
Texaco 32.416 2.413

Apakah pasangan data antaralan x% berdistribusi marjinal bivariat?

Jawab:

Pertama kita akan menguji dengan menghitung iiiik-tdalam kontur dan
membandingkannya dengan teori peluang.

Kita katakan bahwa suatu titik x terletak dalamtkomila memenuhi
(x-x%) s (x-%)< xZ (05) , dengany?(050)= 1,39
Berdasarkan soal kita dapat peroleh:

co[%]_[6230a] o [su s.|_[10005091186 2557559%3
%, | | 29273 “Is, s,| | 2557559%3 143002001

X,

Sl 0184123839%10° -0,329312248%10°'
-0,329312248%107 0128825877107

Sehingga kita harus mengecek seluruh observagigdéng data) dengan rumus:

0,000184 -0,003293 <105 X, —623091
—-0,003293 0128826 X, —29273

(x-%)S*(x-x) =[x -623091 x, - 2927,3]{
Kita hanya akan menampilkan perhitungan untuk pgmandata yang pertama,
sedangkan untuk 9 pasang data yang lain dikerjaleargan cara yang serupa dan
hasilnya akan ditampilkan dalam tabel.

Pasangan data pertamaz=x126,974 dan x= 4,224 sehingga



(x-x)s?(x-x)

—-0,003293 0128826 4224-29273

0,000184 -0,003293 <105 6466490
—-0,003293 0128826 1296,70

0000184 -0,003293 _ _[126974-623091
=[126974- 623091 4224~ 29273 x10

= [6466490 1296,70]{

=4,337746

Karena 4,337746> 1,39 maka disimpulkan bahwa observasi pertamadbaeda luar

kontur (elips). Berikut ini merupakan tabel hagtptungan untuk 10 observasi:

Observasi (X - 7) s (X - Y) Posisi/letak
1 4.337746 di luar
2 1.197385 di dalam
3 0.593763 di dalam
4 0.829563 di dalam
5 1.879326 di luar
6 1.012723 di dalam
7 1.022861 di dalam
8 5.332356 di luar
9 0.810729 di dalam
10 0.972437 di dalam

Berdasarkan hasil perhitungan di atas, maka diketphsangan data yang terletak di
dalam kontur memiliki proporsi 0,7 atau 70%. Kar@naporsi ini cukup berbeda dengan
nilai harapan proporsi saat berdistribusi normaluy@,5 atau 50%, maka observasi ini

tidak berdistribusi normal.

Selanjutnya kita akan mengujinya dengan meliha daservasi berpasangan ini dalam
chi-kuadrat plot:
Dengan mengurutkan jarak kuadrat dari 10 data waseberpasangan dan menentukan

2

1
)(2(J %j yang berkorespondensi dengannya, maka diperoleh:
| Jarak kuadrat tertentu 2(1—;/ j
Observasi 2 X2 10

1 0.593763 0.103
2 0.810729 0.330
3 0.829563 0.575
4 0.972437 0.860
5 1.012723 1.200
6 1.022861 1.600
7 1.197385 2.100
8 1.879326 2.770
9 4.337746 3.790




| 10 | 5.332356 | 5.990 |

Dan diperoleh plot untuk observasi berpasangatadiadalah:
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Berdasarkan plot chi-kuadrat tersebut, terlihat weahplot yang dihasilkan tidak
mendekati garis lurus sehingga mengindikasikard&ktiormalan observasi.

Dari kedua uji yang telah dilakukan dapat disimpulkbahwa observasi tidak

berdistribusi marjinal normal bivariat.



