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4.3 Sampling dari distribus normal dan estimas likelihood maksimum

Likelihood nor mal multivariat

Kita asumsikan vektoX,, X,,...,.X, denganpx1 merepresentasikan sampel acak dari populasi
normal multivariat dengan rata-rafa dan kovarian matrik . KarenaX,, X,,...,X,, satu sama
lain independen dan berdistribuNp(p,Z), fungsi kepadatan bersama dari semua observasi

merupakan produk dari kepadatan normal marginél ya

kepadatan bersama ° 1 ~(x; -n)' S x; ) 2
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Saat nilai kuantitatif dari observasi tersedia, dhsubtitusi ke x;pada (4-11). Hasil yang
diperlihatkan, diperhatikan sebagai fungsi dadan > untuk himpunan yang ditetapkan dari
observasix, X,, ...,X, disebutlikelihood. Pada bab ini kita akan banyak menggunakan tradge d

suatu matrik kuadrat.

Akibat 4.9. DiberikanA matrik k xk danx vector k x1.
a. xX'Ax=tr(x'Ax) =tr (Ax'x)
[
b. tr(A)=> A, dimanaA adalah nilai eigen daA.
i=1
Proof. Untuk (a) pertama kita tuliskax'Ax sebagai skalar, sehingga Ax =tr(x'Ax)kita
punya bahwatr (CB) =tr(BC) untuk setiap matriB danC denganmxkdank xm. Diagonal

[ m Kk
elemen dariBC adalah ) hc; sehinggatr(BC)=Z(qucji} Hal ini serupa dengan
=1

i=1 \_j=1



diagonal elemen dari CB adalah Zhjcji, sehingga kita punya
i=1

k m m k
tr (CB) :Z(qucjij:Z(ZlqjcjiJ:tr(BC). Kita misalkanx' adalahB dengan m = 1 dan

= \i=L i=1\ =1
Ax adalahC, makax'Ax =tr (x'Ax) =tr (Ax'x).

Untuk (b), misalkanA =P'BP, dimana PP'=I| dan B adalah matrik diagonal dengan
entri-entrinya adalah LAy, A Kita juga punya
tr (A)=tr(P'BP) =tr (BPP')=tr (B) = A, + A, +..+ 4,
Eksponen dari kepadatan bersama pada (4-11), dispderhanakan.
(% =m) 27 (x =) = e (% =m) 27 (x -n)

=tr [Z‘l(xj —u)(xj —u)']

(4-12)

Selanjutnya

505 ) -w)= S ) -n)’
-t {z-{i(xj ) (% - u)'ﬂ @13)

i=1
Karena trace dari jumlah matrik sama dengan jurtiate dari matrik tersebut, sehingga kita

dapat menambah atau mengurangi dengpada bentul(xj —u)maka akan memberikan

n

(% -x+x-p)(x, —X+Y—u)'=zn:(xj -X)(x = %) +n(x-p)(x-n)'(4-14)

i=1 i=1

Karena cross-product darZ(x —x)(x p)'dan Z(x p)(x —x) adalah keduanya matrik
i=1

nol, kita punya bentuk fungsi kepadatan bersamtussampel acak yang berasal dari populasi
yang berdistribusi normal multivariat yaitu:

1 —tr{Z_l[g(xj —i)(xj —X)'+n(¥—p)(i—p)'ﬂ/2
np/2 /2 e :
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Fungsi di atas lebih dikenal dengan nama fungsiilikod (ini setelah dimasukkan nilai-nilai

dari X, X,,...,X,).

L(n,2)= (4-16)



Estimasi L dan 2. untuk maksimum likelihood
Akibat 4.10. Diberikan matrikB terbatas positif dan simeix pdan b > Oskalar.

1 ey 1
1> P Bt

Untuk setiap Y. terbatas positif, dengan memegang kesamaan tetsaiysd untuk
pxp

> =(1/20)B.

(20) P gt

Estimasip dan X untuk maksimum likelihood dinotasikain dan > merupakan nilai
maksimum dari fungsi L(u,Z) pada (4-16). p dan > akan tergantung pada nilai
X, %o, ...,%, Yang melewati ringkasan statistkdan S.

Akibat 4.11. X, X,,....X, adalah sampel acak yang berasal dari populasi hatemgan rata-

rata pdan kovariar. . Maka

adalah estimator damu dan > untuk maksimum likelihood. Nilai observasi merekadan
(1/n)2(xj —7)(xj —7)', dikatakan estimasi untukdan. pada maksimum likelihood.
i=1

Proof. Pada persamaan likelihood (4-16) kita punya bagganfaktor perkalian$ yaitu:
! {Z'l(Z(xj -%)(x —f)'ﬂ*n(i—u)'zl(f—u)
i=1
Dari akibat 4.1% “terbatas positif, jadi jaraX-—p)'>~™"(X-p)>O0kecuali untuk p=X.
Sehingga fungsi likelihood menjadi maksimum saat=Xsehingga kita tinggal

memaksimumkan
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terhadag. ™. Dengan menggunakan akibat 4dithanab = n/2 danB = Z(x =X)(% —X),

i=1
hasil maksimumnya saat =(1/n)> (% =X)(x —X)" dibentuk.
i=1
Estimator pada maksimum likelihood adalah sebuatigh acak. Estimator ini didapat

dengan menggantikan pengamatar,,...,.x, yang merupakan ekspresi untgikdan Y dengan

vektor acakX,, X,,...,.X

Kita nyatakan estimator dari maksimum likelihoXdsebagai vektor acak dan estimator
dari maksimum likelihood> sebagai vektor matrik. Estimasi maksimum likelidanerupakan
nilai terpilin yang diberikan oleh suatu data. Dagnjelasan di atas kita dapatan maksimum dari
fungsi likelihood adalah

L(i2)=

e—np/2 1

1
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(4-18)

Statistik cukup
Diberikan X, X, ...,X,, sampel acak dari populasi normal multivariat dengadan kovariar}. .
Maka

X danS merupakarstatistik cukup (4-21)



4.4 DISTRIBUSI SAMPLING DARI X danS

Xy Xy oo Xy,
Xy Xy oo X

X=| 2 7% =[x, X, ..oX,]
Xog Xpp oo X

X matriks dengan ordo p x n, diketahudan S statistic cukup univariate

Merupakan sampel random dari populasi normal dengzan 2 dank kovarians matrik.

e Untuk distibusi normal univariat

X normal dengan meapn = mean populasi dan variangpi
1 ,_ variansipopulasi

n ukuransampel

Bukti :
X berdistribusi normal univariat dengan meandan variansiz” .

1
tu += t262

M, (t)=e 2

Xi,...,X, sampel random dari populasi normal univariat dangaany dan variansio” .

tﬂ+3t262 .
M, (t)=e 2 i=1,2,..,n
_ AT
M, =M , ()= MX(—H
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tu+ 222
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Jadi X berdistribusi normal dengan meandan variansi”
n




e Untuk disribusi normal multivariate

X~ N,(uX)

X~ Np(u,%Zj

Bukti :
X ~N,(1%)

t +1t’2t
M, ()=e " 2

XX, ..., X, sampel random dari distribusi normal p variat dengnean p dan

kovarians. .

t',l+lt’zt

M, (t)=e 2 i=1,2,...,n

. . . . 1
Jadi X berdistribusi normal dengan meandan variansi- .
n
* Untuk variansi sampel dari populasi normal univaria

S R Y W G
(n—l)? :?JZ:;(X] %) berdistribusi

(n-1)S? berdistribusi identik dengaa?(z” +...+z, ?)= (g 2} +... +(o 2.,



Dimana z~ N, (1Y) atauo z ~N(0,0?)

Untuk populasi normal multivariate
Bila z ~ Np(,u,Z) j=1,....n

sz zj' berdistribusi Wishart dengan derajat bebas n-érditmtasi W

=

. Sifat — sifat distribusi Wishart
1.

Densitas wishart tidak ada bite< p
Bila ada harganya untuk matriks definit positif daéah :

|A|%(n- p-1) e‘%“ A v

Wn—l(A/ Z1‘) = -1 n-1 p

2
A, ~ W, (A X)
A, ~W_,(A,|X) . A; dan A independen
At Ay ~W_ +W (A +A,|Y)

A ~W, (A]X)
CAC~w,(|czC)



45 DISTRIBUSI X danS UNTUK SAMPEL BESAR

Teorema Limit Pusat

Xy X,,..., X, Sampel random dari distribusi dengan megn

4 dan kovarians. maka\/ﬁ(f -U )berdistribusi
mendekatiN (0,Y). Untuk n besar

Teorema

Bila X mendekati normal dengan meardan kovarian

matriks L > maka
n

n(Y—,u)' Z‘l(Y—,u) mendekatiy® p




