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4.2 Kepadatan Normal Multivariat dan Sifat-sifatnya
Kepadatan normal multivariat merupakan generalisisi kepadatan

normal univariat untuk dimenpi>2.

f (X) = \/% e—[(x—/-l)/J]Z/Z —00 < X < 00 (3_1)
(X;ﬂj = (x-p)(0%)" (x- ). (3-2)

Bentuk (3-2) di atas pada fungsi kepadatan normiglaniat menunjukan besaran

jarak yang dikuadratkan darke i/ pada satuan standar deviasi. Bentuk ini dapat
digeneralisasi untuk vektor ( px1) dari suatu observasi pada beberapa variabel
sebagai

(x—pn)' X (x—p) (3-3)
Vektorpdenganpx1menunjukkan nilai harapan (ekspektasi) dari vekimakX,
dan  matrikk, dengarpx pmerupakan  varian-covarian  matrik.  Disini
diasumsikar}. terbatas positif, sehingga (3-3) merupakan gersasilijarak yang
dikuadratkan dark ke .

Kepadatan normal multivariat didapat dengan mengg@nak pada
univariat (3-2)jarak multivariat hasil generalisasi (3-3) padadgsinkepadatan
(3-1). Saat pergantian terjadi, konstanta normal urﬁVa(rZﬂ)_llz(az)_l/zjuga

harus diganti dengan konstanta umum yang membuat solume dibawah
permukaan fungsi kepadatan multivariat untuk satidpal ini diperlukan karena
pada multivariat, probabilitas digambarkan olelunoé dibawah permukaan pada

daerah yang didefinisikan oleh interval dari m{ai Konstanta yang

menggantikannya ada ) , kepadatan normal pada dimepsintu
ik dal P21 12, kepad | pada d k

vektor acakX =[X;, X,,..., X, ]" memiliki bentuk



1 (e )
f(x)=——p e w2 3-4
( ) (Zn)p/zlzl_/z ( )

dimana-co < x <o, bentuk ini akan diotasikan dengah (p,X).

Pada persamaan (3-4) jelaslah bahwa alur atau gdas dari nilaix yang
merupakan konstanta ketinggian untuk kepadatanaladalebuah elipsoid.

Sehingga kepadatan normal multifariat adalah sekaoastanta dimana:
Peta kepadatan kemungkinan konstan =xall(x—p)'>™(x-p) =c?}

= permukaan dari elipsoida dengan titik
pusatp.
Titik-titik pada elipsoid dari suatu kepadatan nafradalah suatu vektor eigen

berarah dar, " dan panjangnya adalah akar nilai eigen dadikali dengan akar

daric.

Akibat 1. Jika Y. terbatas positif sehingga terdagat',
> e=Ae menyebabka}. "e= % e

jadi(A,e) adalah pasangan nilai dan vektor eigen dariyang berhubungan
dengan pasangdi/A,e) untuk . DimanaX.™juga terbatas positif.

Proof. Untuk X terbatas positif daa # 0 adalah vektor eigen, kita punya
O<eYe=¢eCe =e(e= de'e = A. Selain itue = Y "'>e = X' e =
AY'e dan jika dibagi dengam >0 memberikan Y. "e=(1/1)e. Sekarang

untuk

A7 (x'e )2 >0 sehinggax € = 0 untuk setiap jika dan hanya jikax =0. Jadi

xz0, menyebabkarip: (1/4)(x'g)*> 0 danX™ terbatas positif.

i=1



Dibawah ini merupakan ringkasan konsep diatas

Kontur dari kepadatan konstan untuk distribusi radrpada dimensip adalah

sebuah elipsoid dengarnvariabelnya sehingga
(x=p)'Z*(x-p)=c? (3-5)

Ellipsoid ini berpusat padax dan memiliki titik kooardinatic\//Tiei dimana

Ye=AJe,
i=1,2,..p.
Contoh soal

Kita harus mendapatkan titik koordinat dari contpuobabilitas density
saau,, = 0,,dari (3-5) titik yang kita cari diberikan oleh rilaigen dan vektor
eigeny. . Disini [X -Al| = 0menjadi

0~ A 2P

0=
2P 0,,~ A

= (011_/])2 _0122

= (/1 4 J12) (/] -0t J12)

Konsekuensinyanilai eigennyal, = o0,,+0,, dand, = g,, —g,,. Vektor eigennya
didapat dari
o, 0,lle e
0-12 Ull e2 e2
atau
Ullel + 0-1262 = (Ull+ 0-12) e .
0,6 + g.£,= (011+ J17) €.
Persamaan ini mengakibatl@r= e dan setelah normalisasi pasangan nilai eigen

dan vektor eigen adalah

1
V2
/11 :Ull+0-12’ q = 1
g

2



Dengan cara yang samia= g,, —o,,menghasilkare’, = []/\/E y T J/\/_Z} .
Saat kovariaro,, (korelasi p,,) bernilai positif, A, = 0,, + 0,, adalah nilai
eigen tebesar dan dihubungankan dengam []/\/5 J/\/_Z] terletak bersama

dalam 48 melewati titik p' =14, £4,] . Hal ini aka benar untuk setiap nilai positif

dari kovarian.

- \V

>
H X

Gambar 1. Kontur untuk distribusi normal bivariat dengem =o,, dang,, >0

Untuk merangkumnya, titik pada elips dari suatpadatan konstan untuk

distribusi normal bivariat dengam , = o,, dapat ditentukan oleh

1 1
+C\ /0y, + Oy, \/15 dan *c¢|o,-0, \/_i
N 2
Akibat 2. Jika X berdistribusi N (p,X), maka setiap kombinasi

linier dari variabel aX = aX,+a,X,+..+a X, akan berdistribusi



N,(a'm,a'’>a). Demikian juga jikaa'’X berdistribusi N, (a'p,a'> a) untuk
setiapa, makaX berdistribusiN, (p,X).

Proof. Disini hanya akan dibuktikan untuk(ax,)=a'p

E(ax,)=aE(X,) =au. E(a'X) = E(a X, +a,X,+...+a,X,)

=E(aX,) +E(a,X)
=a,E(X)) +aE(X)
=y ta
H
7
=[a,a,..a] "
H
:a'u
Contoh
a'=[10,....9
Xl
X
a'x=[10,..4| .* |=X%,
XP
Hy
a'p=[10,..9 " |=x
Hy
Oy Op Oy, |1
g, 0, - O 0
a'za=[10,..9 & * . % =0,
Upl JPZ JPD O

Melalui akibat 2kita dapatkan bahwa, berdistribusiN(,ul,all). Hal ini dapat

diperumum jika untukx; maka distribusinya akahl (z,; ) .

Akibat 3. Jika X berdistribusiN,(p,X), q kombinasi linier dari



a, X, +..ta, X,
A X = ay X, +..ta, X,
axp pxd :

aq1X1+...+aqup

akan berdistribusN, (Ap,AXA ). Begitu juga untuk X

(,)

+ d , dimanad adalah
(p)

vektor konstanta, akan berdistribusj, (p+d,2) :

Contoh:
DiberikanX berdistribusiN, (p,Y), cari distribusi untuk

xl
X,-X,] [1 -1 0
= X, |= AX
X,-X,| [0 1 -
X3

Dari akibat 3, distribusi darAX adalah normal multivariat dengan rata-rata

H
|11t -1 0 _| T H,
Ap= H | =
0 1 -1 H, ~ Hy
Hs

dan kovariannya

0, 0O, O3 1 O
Oy, Oyp Oy -1 1

ATA {1 1 0}

0O 1 -1
O3 O, 0Og 0 -1

:{ J11_20-12'*'022 01,10 ,570 ;-0 ﬂ
O0,,10,370,,=05 O 5~ 20 23t 0 33

Alternatif lainnya kita dapat mencari vektor ragdar dan covarian kita dapat
mengubah terlebih dahulu dalam bentlk X, - X,danY, = X, - X,.

Akibat 4. Semua subset daxi berdistribusi normal. Jika kits partisi

X, rata-rata dan covariannya akan berbentuk



(ax1)

((p=a)x1)

31

(ax1)

ll_

(px1)

2
((p=a)x1)

le

(9xq)

Z:21

212

(ax(p-a))

Z:21

| ((p-a)xa) | ((p-a)x(p-a)) |
maka X; berdistribusiN (£4,%,,).

Dari akibat di atas kita punya bahwa semua sul@setvdktor acak yang
berdistribusi normal adalah berdistribusi normabp
Contoh

X
Jika X berdistribusiN, (p,X), cari distribusi dari[xz] Kita himpun

4

22

X, 1, o
, = , d =
xj Hy Luj an,, {J

24

o
sebelumny, :{ 24} dariN, (p, ) kita punya

O

X ,u, dan yang kemudian akan kita susun kembali dan kitagpanenjadi

X, ] 1, | [0y Oy 10 Oy T 5]
X4 Ha O Fui%u Tu s
X=X, n= 2=| 0y, 0145011 013 T15
X, H Oy3 O3y i O3 O3 O
| Xs | | Hs | 1025 Oys : Oi5 O3 O
atau
3 o (% 5| 3
X =]----- p=|---- Z =|-—_-_Z 4: _____
X, n, 2o | 222
(3x1) (3x1) (3x2) 1 (3
. X,
dengan menggunakan akibatidtuk X, = % |
4

kita akan memiliki distribusi dengan bentuk

N, (4, 211) = quﬂz} ’{022 ZZD |

Hy | [ O



Dari contoh disini jelas bahwa untuk setiap baggsubset) dari distribusi normal

dapat diekspresikan dengan pemilihan yang tepatdah kovarian dary dan

> awal.
Akibat 5.
(a) Jika X, dan X, independen, maka akan selalu benar bahwa
(4x1) (G
Cov(X,,X,) =0, g xg, menghasilkan matrik nol.
' NI
(b) Jika| —— | berdistribusi thqzq_”_l}{_ _114__1_2D , mak&; dan
X, ", Z21! 2
X2 independen jika dan hanya jiRa, = 0.
(c) JikaX; danX; independen dan berdistribuNgl(ul,Zn) dan
Xl_
Ny, (1,2 ,,), maka| —— [merupakan multivariat normal.
X, |
DI
o[22
Ro | | 0" 12,
Contoh

4 1 0
Diberikan (3)(1) berdistribusiN, (p,>)dengar =1 3 0|. Apakah
0 0 2

X,dan X, independent? Bagaimana dendaf, X,) dan X, ?

KarenaX, dan X, memiliki ;,, =1, X, dan X,tidak independent. Tetapi

Xy 4 1i 0 2y P 2,

X =| X, y={1 350:_(53)_45_52_2?2
_______ joot !

Xs 0 0i2 |@wg! (a4



X 0
Kita lihat bahwaX; :{xl}dan X, memiliki matrik kovarian.,, {0] Hal ini

2

menyebabkan(X,, X,)dan X,independent menurut akibat 5. Hal ini juga

mengimplikasikan bahwa, independent terhadag dan X, .

X1
Akibat6.  Misal X =| -~ |berdistribusiN, (p,X)dengan p :P-ll—}
X, R
Z_ leJI_ z12
B _Z; ! _2_22 , dah. p 0. Maka distribusi bersyarat dafi, memberikan
X2 = Xp, berdistribusi normal dengan
Rata-rata qu, +.,, > 5(X,—p ), dan
Kovaian =3, 2., z_zlzz 2

Catat bahwa kovarian tidak tergantung ada ntladari variabel bersyarat

Proof. Akan dibuktikan dengan pembuktian tak langsundyibm

| 1 - 1 )
a =] (79} "] seningga
(pxp) 0 ! |
(p=a)xpi (p-a)x(p-q)
A(X-p)=A {-%1____:{1% = {Xl—ﬂl—leZ‘zlz(Xz—,uz)} dan
XZ_'UZ Xz_,uz
ASA'= IF—ZRZ‘;Z[ZHZIZMI _____ O}: 221:_2__12_2__2_12____2_11___9__
0 | Zol ol XX | 0 DI

KarenaXl—/Jl—leZ;lz(XZ—uz)dan X, =, memiliki kovarian nol, sehingga
keduanya independent. Lebih la¥i - 14— ,,> (X ,~ ;) memiliki distribusi

Ny (0.2, -2, 25% ;). Diberikan X, =x,, f4+3,,355(x,~ 11;) adalah suatu
konstanta. Karen4, -, —>,,> (X ,— 4,)danX, - y,independent, distribusi

bersyarat daiX, -, ->,,>5(X,~ 4, adalah sama dengan distribusi tak



bersyarat dari X, =4 -2 ,> (X, 4,). Di awal kita sudah tahu bahwa
Xy =ty = 24,2 (X ,= 4 ;) berdistribusiN, (O, PIREDING IS 21) , sehingga vektor
acak X, -t —%,,> (X, 4, ada saatX, memiliki nilai khususx,. Hal ini

equivalen juga untukX,, sehingga nantinya distribusinya akan berbentuk

Ny (24 + T Z (%= ), Zr Z 23S )

Akibat 7. JikaX berdistribusiN,(p,X) dengan X b 0. Maka:
(@) (x-p)' Xt (x—p)berdistribu y2dimana x> dinotasikan berdistribusi

chi-kuadrat dengan derajad kebebgzsan
(b) Distribusi N (u,Z) memberikan kemungkinah- a untuk elipsoid padat

{x:(x-w'Z(x-w < x2(a} , dimanay? (a) menotasikan persentil

ke(100a) dari distribusiy?.

Proof. Kita tahu bahwa/f) didefinisikan sebagai distribusi dari jumlah
Z:+Z7+...+Z2, dimanaZ,, Z,,...,Z, independent (0,1) variabel random.

Selanjutnya, melalwgpectral decomposotion [lihat persamaan (2-16) dan (2-21)

p
denganA =3, dan melihat ke akibat 4.3]* = z)lie, e,

i=1 7}

dimana>e = gsehinggaX> e =(13/1)e. Akibatnya,

> (WA)(X-n)be (X-n) =Y (¥4) (e (X-n))

i=1

[(]/\/7) J ZZ ini untuk singkatny:

Mo 1M

(X=n)'Z7(X-n)

1
=



SekarangZ = A (X -

[ Z
), dimana Z,

'SD-

'\gD-

ST

e 1

1

danX - u berdistribusN,, (O,Z). Karenanya, dengan menggunakan akibat 3

Z=A(X- p)berdistribusiN_ (0,AXA"), dimana

|

Oleh akibat 57,,7,,...

P 1 1 i
/] | . e’
{lz |:|{ Alel: /‘262: i /1p P}
1 el,i 1 ez'i L1,
A i, o A, %

,Z, variabel indeendent normal standar dan kita singuulk

bahwa(X — )" X (X - ) memiliki distribusiy?.

Sampai sini kita bisa menyimpulkan dari akibat-akit atas 2 hal

penting:

1. Menyangkut dengan kemungkinan isi sebuah elipamdliskonstanta

kepadatan.

2. Berkenaan dengan bentuk lain dari kombinasi linier.



Distribusi chi-kuadrat dapat menentukan varialslithari varian sampel
s’ =s, untuk sampel yang berasal dari populasi normatauizit. Dasar ini juga

akan memainkan hal penting ada distribusi multatari

Akibat 8. Diberikan X, X,,...,X, saling bebas denganX,
berdistribusin(pj,Z). (Perhatikan bahwa setiap; memiliki kovarian matrik

2. yang sama.) Mak&, =c X ,+cX ,+...+CcX

Berdistribusin{chpj ,(Zcj ij V,danV, =bX,+bX ,+..+bX  juga
j=1 i=1

merupakan normal multivariat dengan kovarian matrik
(Z cij (b'c)Z
=1
(b'c)x (z ijJZ
L = J

Konsekuensinyay, danV, independent jikdb'c = Z c;b, =0.
j=1



