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PENDAHULUAN

1.1 Latar belakang Masalah

Dalam permasalahan pengelolaan dan menejemenglsarirdijumpai
kegiatan peramalan, pendugaan, perkiraan, danymiralah satu metode yang
dapat digunakan untuk menyelesaikan masalah tdrselgialah dengan
menggunakan metode statistik. Metode statistika g yatigunakan sangat
bergantung pada struktur data atau banyaknya enamg akan diamati. Salah
satu metode yang dipakai untuk banyaknya variaiehIdari satu adalah analisis
regresi.

Analisis regresi adalah suatu metodologi statistikeuk memprediksi
nilai dari satu atau lebih variabel respon (vardatependen) dari koleksi nilai
variabel prediktor (variabel independen). Analisisjuga dapat digunakan untuk
memprediksi atau meramal pengaruh dari variabeliltiee (variabel independen)
pada respon. Dalam analisis regresi pun dipel@agaimana variabel-variabel
tersebut berhubungan dan dinyatakan dalam sebusdinpgan matematik.

Sayangnya, istilah regresi, diambil dari judul pegpertama dari F. Galton
yang tidak menunjukkan atau menggambarkan pentagitgu luasnya cakupan
aplikasi dari metodologi ini. Dalam analisis regresla dua jenis variabel yaitu
variabel bebas atau variabel prediktor (dinotasilangan X) dan variabel tak
bebas atau variabel respon (dinotasikan denganUwjuk melihat hubungan
antara variabel respon dan sejumlah variabel pi@digecara simultan dapat
digunakan analisis regresi linier dengan variabespon diukur sekurang-
kurangnya dalam skala interval dam mempunyai disstinormal.

Pada analisis regresi linier terbagi menjadi dagtuyanalisis regresi linier
sederhana dan analisis regresi linier berganda.g Yaembedakan keduanya
adalah hanya terletak pada variabel bebas ataabehriprediktornya, untuk
analisis regresi linier sederhana variabel bebasaysya satu sedangkan untuk
analisis regresi linier berganda banyaknya variéledlas adalah lebih dari satu.



Tetapi bagaimana dengan banyaknya variabel takskegtha variabel respon yang
lebih dari satu. Oleh karena itulah, kami mencobiuki mempelajari lebih jauh
tentang model regresi linier multivariat yang tgrdt pada bab 7.

Pada makalah ini, kami akan mencoba mendiskusii@iel regresi linier
berganda untuk memprediksi respon tunggal. Modek@mudian diperumum
untuk membahas prediksi dari beberapa variabel ndkgpe (variabel respon).
Perlakuan penyingkatan kita menyoroti atau membabassi-asumsi regresi dan
konsekuensinya, formula alternatif dari model regrean aplikasi umum dari

teknik regresi pada kasus yang tampaknya berbeda.

1.2 Perumusan Masalah

Berdasarkan pemaparan diatas maka permasalahan akamg dibahas
dalam penulisan ini adalah bagaimana penjelasaarasderperinci mengenai

model regresi linier multivariat pada bab7 tersebut

1.3 Batasan Masalah

Dalam penulisan ini kami membatasi masalah selimaydiut ;
Pemaparan mengenai model regresi linier multivdréatya akan dibahas sesuai

dengan yang telah kami sampaikan pada persentagitgkah kami lakukan.

1.4 Tujuan Penulisan

Berdasarkan rumusan masalah diatas, maka tujuanligsm ini adalah
untuk mengetahui dan mempelajari lebih rinci meaganodel regresi linier

multivariat.
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Nama : Adzimattinur Luthfia
Nim : 055372

2.2 MODEL REGRESI LINEAR KLASIK
Model regresi linear dengan respon tunggal memgiumgntuk
Y=B,+BZ, +..+BZ +&
Dengan Y : variabel respon
Z,..2, - variabel prediktor
By, B,,....[3.Z, :parameter yang tidak diketahui
¢ : nilai error (galat)
dengan n observasi independen pada Y dan nilai daspsiasi dari Zmaka
model lengkap regresi linier berbentuk

Yo =B,+ B+ B, +..+ By, +E
Y, =B+ B+ Bl +. B2, +E,

: (7-1)
Yn = IBO +ﬁlzn1 +IBZZn2 +"'+:Brznr +£n
Dimana errornya diasumsikan memiliki sifat :
1E(¢;)=0
2Var(g,) = o2 (konstan) (7-2)
3Cov(e;,&,)=0,]#k
persamaan (7-1) dalam bentuk matriks adalah
YI1z, 2, .. 2|5 |5 73
(L L M
Y 1 an Zn2 an ,Br Er
atau
Y = Z + £

(n+])  (D(r+) (rhapay  (050)



dengan sifatnya :1.E(£) -0

2.Cov(¢e) = o?l

contoh :
Tentukan bentuk matriks jika model regresi lineasumi dengan situasi pada
contoh 6.6
jawab :
Kita buat variabel boneka untuk mengatasi 3 rataapulasi,
My = H+Ty, = P+ Ty,danu; = 4+ 75, Kita tentukan
1; Jika observasi berasal dari populasi 1
4= {O; Jika observasi berasal dari selain populasi 1

Z,

1 Jika observasi berasal dari populasi 2
- {o; Jika observasi berasal dari selain populasi 2

1 Jika observasi berasal dari poplasi
%= {o; Jika observasi berasal dari selain populasi 3

Dan Bo =B =1,3,=7,,3:, =1, Ialqu=ﬁ0+ﬂlzjl+ﬂ22j2+ﬁ32j3+£]’
ji=1,2,...,8

Ketika kita menyusun nilai-nilai observasi dari 8pplasi dalam barisan, kita

dapatkan vektor respon observasi dan matriks desain

9] 11 0 0]
6 11 00
9 11 00
Y=O =1010
@) (26 [1 0 1 O
3 1001
1 1001
2] 100 1

2.3 PENAKSIR KUADRAT TERKECIL
Misal b adalah nilai taksiran untuk . perhatikerbedaan
y, —b,-bz, -..-bz, antaray, dan nilai b, +bz, +...+b z, itu akan

diharapkan jika b adalah vektor parameter sebena@slisin
p | P B Y —bo—blzjl—...—brzjr



tidak akan sama dengan nol karena nilai harapgomndserfluktuasi.
Metoda dari kuadrat terkecil memilih b untuk memmuamkan jumlah

kuadrat ~ S(b) 2 (y; —b, bz, —...=b,z,)? = (y - Zb)'(y - Zb)
j=1

Koefisien b dipilih berdasarkan kriteria kuadratkezil, dan b disebut penaksir

kuadrat terkecil darif (b sering dinotasikaqu?).

Simpangaré, =y, - £, - Bz, disebut residu.

Hasil 7.1

Misal Z sebanyak r+1<n. Penaksir kuadrat terkecil dari# adalah
B=(Z2)"Z'y. Misal y=ZB=Hy diartikan nilai tertentu dari y, dengan
H =(ZZ)"Z disebut matriks Hat . Residunya :

g Sy-y=|-zz2)*zy|=0-H)y
Memenuhz =0 dag'g=0 .Juga

jumlah kuadrat residu kuadrai:zn“(yj -Bo-BZ,-..-Bz,)2=E¢
j=1

=yli-z@2)y*zly=yy-yzp
Hasil 7.1 menunjukkan bahwa penaksir kuadrat térkegdan residu dapat

diperoleh dari desain matriks Z dan respon y demgenasi matriks sederhana.
Contoh :

hitunglah B,é dan jumlah residu kuadrat untuk modelY, = B, + Bz, + €,

yang cocok dengan data

2101234

yl1]4]3]8
Jawab : L
o 1
10 4
11 _
111 11] Y=3 5 10
Z=|1 2 = 7 =
01234 8 10 30
13
9
1 4] - -




ya] 08 02 |25
(z2) {—02 01} Y {74

Sehingga
el
B, -02 01]70 |2
Dan persamaan yang tepat adalah
y=1+2z
Vektor nilai taksiran adalah 11 @] 1]
i 1 1_1 3
y=278=|1 2 2} 5
1 3fF 7
114 9
maka 17 111 o
41 13| |1
g=y-y=|3|-|5|=|-2
8 |7] |1
9] 19/ [0 |

jumlah kuadrat terkecilnya adalah

£8=[0 1 -2 1 0 -2|=0+P+(2*+*+(0*=6

JUMLAH DEKOMPOSISI KUADRAT
y £ = 0, jadi jumlah respon total kuadray 'y = > y?
=1

memenuhi

YY=(F+y-9(I+y-9=(y+ENT+8)=yy+£é (7-4)
karena kolom pertama dari Z adalah 1, kongigg=0 memenuhi persamaan

atau Y=V

n n n
0=1é= & =3y, -2,
i=1 i=1 =1

I



jika kedua sisi dari persegi (7-4) dikurangj? = diperoleh dekomposisi

ny’
dasar darijumlah rata-rata kuadsdty — ny® = 9 y-n(y)’+&'E
atau Z(yj—y) Z(yj—y) +Zé

jumlah kuadrat diatas menyarankan kualltas dariehgdng tepat dapat diukur

dengan menghitung koefisien determinasi yaitu

GEOMETRI DARI KUADRAT TERKECIL

berdasarkan model regresi klasik

1 le er

1 z z
E(Y)=2ZB = Bo|. |+ Bf. " |+ +B,].°

1 an an

E(Y) adalah sebuah kombinasi linear dari kolom 2pesti 8,Z membentuk
model bidang dari semua kombinasi linear. Biasargktor observasi yidak
akan berbaring di dalam model bidang karena nil@res , maka dari itu y
bukanlah suatu kombinasi linear dari kolom Z.

Ketika observasi terjadi, solusi kuadrat terkeglkedoleh dari vektor simpangan

y - Zb = (vektor observasi)-(vektor pada model hga

panjang kudrat adalah S(b) kudrat. Seperti yangstiiasikan pada gambar 7-1
(hal 293), nilai S(b) sekecil mungkin ketika b difpimaka Zb adalah titik pada
model bidang yang paling dekat ke vy. titik terdekaty terjadi di ujung dari

proyeksi tegak y pada bidang. Maka dari itu y, knpemilihanb = 3,y =2z3
yang merupakan proyeksi dari y pada bidang teddiri semua kombinasi linear
dari kolom Z. vektor residué = y— ¥ adalah tegak terhadap bidang. Geometri ini

terbentuk walaupun Z bukan rank penuh.



Ketika Z memiliki rank penuh, operasi proyeksi djukkan secara analitik
seperti perkalian oleh matrikZ(Z'Z)™Z . 'untuk melihatnya, kita gunakan
spektrum dekomposisi (2-16) untuk menulis

Z'Z=Aee +Aee +..+A e e dimanald, =4, =..= A, >0adalah nilai

eigen dari Z’Z dare,,e,,...,e,,,adalah vektor eigen yang berkorespondensi.

Jika Z memiliki rank penuh mak@'z)™ :% ee +)Iie2e'2 +...+/1ie
1 2

r+l

1
Perhatikang, = A, 2Ze yang merupakan sebuah kombinasi linier dari kolom Z

1 1
Maka g,q, = A, 24, 26Z'Ze, =0 jika i # k atau 1 jikai = k. Maka dari itu, r+1

vektor secara berbalasan tegak dan memiliki panjang. Kombinasi linier
dari kolom Z. Dan lagiz(Z2'2)*Z'= ﬁ/}i‘lzqeiZ': iqi a;
i=1 i=1
Berdasarkan hasil 2A.2 dan definisi 2A.12 proyedaii y pada kombinasi linier
dari {0,,0,.q,..} adalah 3 (qy)q =[rzﬂqiq;jy= 2(2'2)*2'y=2p Jad
i=1 i=1

perkalian denganZ(Z'Z)™Z merencanakan sebuah vektor pada ruang yang

dibentuk oleh kolom Z.

SIFAT SAMPLING DARI PENAKSIR KUADRAT TERKECIL KLASI K
Hasil 7.2

Berdasarkan model regresi linier umum pada (7-8ysagmaan kudrat terkecil

B=2(2'2)Z'y mempunyaE(f) = B dancov(B) = 0?(2'Z)™.

Residié  memiliki sifat E(§)=0 dan cov@#)=0*(l-H) juga
E(&'&) =(n-r-1o? ,jadi membatasi

oo &8¢ _Yi-z@zzrzy _v[-H
n—(r+1) n-r-1 n-r-1

Kita punyai E(s®) = o dan lagi 3 dan ¢ tidak berkorelasi.



Persamaan kuadrat terkeqﬁ’ memiliki varians minimum yang pertama kali
ditetapkan oleh Gauss. Hasil ini mengenai penaksagus” dari fungsi

parametrik linear dari bentu® 8 =c,f, +c, 5, +...+c, B, untuk setiap c.

Hasil 7.3 (Teorema Kuadrat Terkecil Gauss)

Misal Y = Z3 + & denganE(g) =0 dancov(g) = og”l dan Z memiliki rank penuh
r+1. untuk setiap c, penaksim',[;’ = CO[B’O + cl,[;’1 +...+ c,,[;’, dari c¢' S memiliki
varians sekecil mungkin diantara semua penaksireatin dari bentuk
aY=aY, +aY, +..+a)Y, yang tidak bias untuk's.

Hasil yang kuat ini menyatakan bahwa subtitusi cﬁriuntuk £, menuju ke

penaksir terbagus dacl 5 untuk setiap c.

2.4 KESIMPULAN TENTANG MODEL REGRESI
2.4.1 Kesimpulan mengenai parameter regresi.
Sebelum kita dapat menetapkan arti dari variabamat dalam fungsi regresi

E(Y) =5, + B,z +...+ B, z kita harus menentukan distribusi samping dﬁrdan

jumlah residu kuadrate'é. Untuk itu kita asumsikarnse memiliki distribusi
normal.
Hasil 7.4

Misal Y = Zf3 + ¢ dimana Z memiliki rank penuh r+1 danberdistribusi normal
N, (0,0°1) . Penaksir maximum Likelihood daf# adalah sama dengan penaksir
kuadrat terkecil 3. Dan lagi, 8= (Z'Z)™Z'Y berdistribusiN, ,,(3,02(Z2'2Z)™" )
dan didistribusikan secara independen dari resi&daY —Z,@. Selanjutnya
no? = £'€berdistribusi  o°y,_._,dengan G*adalah penaksir maximum

Likelihood dario?

Ellipsoid kepercayaan untuf sangat mudah disusun. Hal ini dapat dinyatakan

dalam batas dari matriks penaksir covarga(Z'Z)™ dengans® = &'&/(n-r — 1)



Hasil 7.5
Misal Y = Zf + ¢ dimana Z memiliki rank penuh r+1 danberdistribusi normal

N,(0,0°1). Daerah kepercayaan 100l-a)% untuk B adalah

(8- ,@)'Z' Z(B- ,fS’) <(r+1s° Froinra(@) juga, interval kepercayaan

100(1- @) % untuk B adalah3 i\/Var(/;"i)\/(r +DF, 1 a(@) 50,1,
Dengan\?ar(/;"i) adalah elemen diagonal dasi(Z'Z)™ yang berkorespondensi

ke ,/3" :

Ellipsoid kepercayaan adalah pusat pada penaksimma Likelihood ,[3’ dan
orientasinya dan ukuran ditentukan oleh nilai eigan vektor eigen darZ'Z .
Jika nilai eigen mendekati nol, ellips kepercayakan sangat panjang dalam arah
dari vektor eigen yang berkorespondensi.

Para praktisi sering mengabaikan sifat kepercaytan taksiran interval pada

hasil 7-5. mereka mengganfr +1F ., ., dengan nilai t,t_ _ (a /2)dan

menggunakan intervad}i itn_,_l(a/Z)\Nar (ﬁ;) ketika mencari variabel prediktor

utama.

Contoh:

Berdasarkan data pada tabel 7.1, model vyang tepatalala
Y, =B+ Bz, + Bz, + €&

Pada data ini digunakan metoda kudrat terkecil.ilHaerhitungan komputer

adalah
1.9961 118702
(z'2)™* =|-00896 0.0512 dan3=(Z'2)"Z'y =| 26344
~-0.0115 -0.0172 0.0067 452

Jadi persamaan yang tepat adatalr 118702 + 26344z, +45.2z, dengan

s = 3473.
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Jika residué melewati pemeriksaan diagnosa yang dijelaskan ga#tai 7.6,
persamaan yang tepat dapat digunakan untuk merkprédirga jual dari rumah-
rumah di sekitar berdasarkan ukuran dan nilai yhtegapkan.

Kita  misalkan  95% interval  konfidensi  untuk g, adalah

B, £t,,(0.025)yVar(83,) = 452+ 2.110(285) aau (-556647)
Karena interval konfidensi memug®, =0 variabel z, dapat dihilangkan dari
model regresi dan analisis diulang dengan variptsgliktor tunggalz, .

Dibanding ukuran tempat tinggal, kiranya nilai yahgptapkan menambah sedikit

pengaruh terhadap prediksi dari harga jual.

Nama : Realita Raymunda
Nim : 055800

2.4.2 Test rasio likelihood untuk parameter Regresi
Salah satu bagian dari analisis regresi terkaigaemmenaksir pengaruh
variabel prediktor pada variabel respon. Hipétewi$ menyatakan bahwa ada

bagian dariZ, yang tidak berpengaruh pada respon Y.variabelifiogdni akan
ditulis denganz,,,, z..,,....z . pernyataan yang menyebutkap,, z,,,,...,z tidak

mempengaruhi respon Y ditulis dalam hipétesissiké:
HO =ﬁq+1 =ﬁq+2 ="'=:Br = O

p 1)

3 . —| (a2
AturlahZ—{ Zl : Zz :lng‘ :3
(n(q+1)) (nx(r-q)) (2)

((r=g)x1)

Maka model regresi umum dapat ditulis sebagai:

Ba
Y=ZB+e=[2 2| 5—|+£=ZB4+Z Byt €

B

Test rasio likelihood Ho berdasarkan pada:

11



Jumlah kuadrat ekstra
SSuee(Z) = SSee(2) = (Y-Z B)'(Y-ZB )~ (Y-ZB)'(Y-Z B )
Result 7.6

Misalkan Z full rank r+1 dans berdistibusi N(0,0°1). Test rasio likelihood

Ho = By = Bye, =---= B = 0 ekuivalent dengan dengan test Ho yang didasarkan
pada jumlah kuadrat pada persamaan
SSee(Z) = SSee() = (Y-Z B ) (V-2 B )~ (y-Z B (y-2 B ) dan

= (y=2,8)(y-ZBy) (n-1 -1).
Test rasio likelihood menolak Ho jika:

(SShes(£0) = SSpa(2))(r-q) _ (@)
Sz r-g,n-r-1

Dimana:
$=(y-2B8)(y-2B)/(n-r -1)

F _qnr(@) dimanar-q dan n-r-1 adalah derajat bebasnya.

Contoh 7.5

Laki-laki dan perempuan yang berlangganan mendlta-rata pelayanan di tiga
tempat pada sebuah daerah restoran yang luasr&atpelayanan dikonversikan
pada sebuah nilai indeks. Data disediakan padal tal¥® dibawah. Data
mempunyai n = 18 pelanggan. Tiap data pada takatetjorikan sesuai dengan
lokasi (1, 2, 3) dan jenis kelamin (laki-laki = @grempuan = 1). Tambahannya
kombinasi antara lokasi satu dengan laki-laki ach Irespon, kombinasi lokasi
dua dengan perempuan ada 2 respon. Kemudian dizdklae tiga variabel
dummy untuk lokasi dan dua variabel dummy untuksjé&elamin. Model regresi
yang menghubungkan antara indeks pelayanan dengasi,l jenis kelamin dan
kombinasinya dapat dibuat dalam suatu matriks:

12



1100101000070
11001010000 ¢0
11001010000 ¢0
11001010000 ¢0
11001010000 ¢0
11000101000 ¢0
11000101000 ¢0
10101000100 ¢0
10101000100 ¢0
10101000100 ¢0
10101000100 ¢0
10101000100 ¢0
10100100010 ¢0
10100100010 ¢0
10011000001¢0
10011000001¢0
100101000001
1 00101000001

Koefisien vektorS =[5y, BL, Bos Bas T1T 0 V1V 12V 25V 22V 3V 2]

Desain matriks diatas tidak full rank, oleh progrhesmputer diperoleh:

SS_.(Z) =2977.4

Rank (Z) = 6, n-Rank (Z) = 12

Model pertama dengan hanya menggunakan 6 kolorarpartiari Z, yaitu tanpa
mempertimbangkan interkasi antara jenis kelaminldasi kita peroleh Z1 dan
SS.(Z,) =3419.1

Dengan n-rank (Z1) = 18-4 =14

Hipotesisnya:

Ho: Vii=Vi=-=Va=V:=0

Kemudian kita menghitung nilai F

e _(S5a(2)-S5.(2)/(6-4)

SZ
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- - (S5.2)-S5.2)/2
5.(2)/12

F - (34191 2977.4)12 o
2977,4/12

Kesimpulannya, rata-rata pelayanan tidak dipengadeh interaksi dari lokasi

dengan jenis kelamin.

2.5 Interferensi dari Fungsi Regresi yang diestimas

Misalkan sebuah model regresi memenuhi model ké@wcoegresi, maka

dapat digunakan untuk memecahkan dua masalah predikisalkan Zg=

[1,2y,,..-,2,] merupakan nilai yang dipilih untuk variabel predic Maka Z, dan

S dapat digunakan untuk :
1. Mengestimasi fungsi regresi pada

Misalkan Y, menyatakan nilai respon ketika variabel predictemitiki nilai Zo=

[1,2y,,---1Zy | - Menurut model 7.3, makan nilai ekspektasi daddalah :
E(YG|Z0) =8+ Bzt A BZa=Z' B (7-18)

Estimasi nilai terkecilnya adalay(Z'z) ™" z,0°.

Result 7.7

Untuk model regresi linier pada model 7.2‘0,@merupakan estimator
linier yang tidak bias darE(Y0|Z..)dengan nilai variansi minimum, Vaz'gﬁ )
= z,(Z2'Z)*"z0?. Jika error £ berdisribusi normal, maka taraf kepercayaan

100(1-a )% untuk E(Y,|Z,) = z', B adalah:

z [+ tn_,_l(%)\/(z;)(z 7)1 z,)s?

Dengant . (a/2) sebagai batas atas percentill®( /2) dari distribusi t dan

n-r-1

derajat bebasi—r -1 .
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2. Meramalkan sebuah obsevasi baru pada

Prediksi pada sebuah observasi, misaliyapadaz, =[1,z,,...,Z, ] lebih tidak
pasti daripada mengestimasi nilai harapan YarSesuai model regresi pada (7.3)
Y,=z8+¢,

Atau

(Respon barw,) = (nilai harapan barlY, padaz,) + (error baru)
Dimana &, berdistribusiN(0,0%). Nilai & mempengaruhi nilai penaksﬁ’ dan
s* melalui nilai variabel respon Y, tetapi tidak mesngaruhi nilaig,

Result 7.8

Misalnya diberikan model regresi linier (7.3), sabunilai observasi barty,

mempunyai prediktor tidak bias

28= Byt Bzt + B2,

Variansi dari galat ramalary, — 20,5’ adalah

Var(Y, - z,8) = 0*(1+ 2,(Z'2) *z,)

Ketika error € berdistribusi normal, maka sebuah interval predik¥(1-a )%

untuk Y, diberikan sebagai berikut :

A

zsﬁttn-,_l[%jJsz(1+z;(z Z)z,)

Dengant,_,_,(a/2) sebagai batas atas percentilli®( /2) dari distribusi t dan

derajat bebasi—r -1 .

Interval prediksi untuk Y, lebih luas dari interval kepercayaan untuk
mengestimasi nilai dari fungsi regresE(Y0|ZO) = z,f . Pertambahan

ketidakpastian pada peramala¥ yang direpresentasikan oleh tambahan
keberadaan s’pada pernyataars’(1+z,(Z'Z)*"z,) , datang dari keberadaan

istilah error yang tidak dikenal atau diketalzyi
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Contoh kasus

Sebuah perusahaan menyadari bahwa pembelian patakgkputer haruslah
terlebih dahulu menaksir kebutuhan masa depan mewgkuk menentukan
perangkat tang tepat. Seorang ilmuwan komputer omapglakan data dari tujuh
perusahaan di tempat yang sama sehingga persamaangtan dari permintaan
perangkat keras komputer untuk inventaris manajedagrat ditambah. Datanya

disajikan dalam tabel 7.3

Dengan:z, = Pesanan pelanggan (dalam ribuan)

z, = Jumlah item add-delete (dalam ratusan)

Y

Waktu CPU (dalam jam)

Buatlah sebuah interval kepercayaan 95% untukreatawaktu CPUE(Y,|Z,) =
B, +Bz,,+ B2, pada z,=[1,130,7.5]. Buat juga interval prediksi 95% untuk

permintaan baru fasilitas CPU yang berkorespondedaz, yang sama.

Tabel 7.3. Data Komputer

z, = Pesanan z, = Jumlah item add- Y =
pelanggan delete Waktu CPU
123.5 2.108 141.5
146.1 9.213 168.9
133.9 1.905 154.8
128.5 0.815 146.5
151.5 1.061 172.8
136.2 8.603 160.1

92.0 1.125 108.5

Dengan software, diperoleh fungsi persamaan redresiimasi:

y=8.42+1.0& + 0.42,
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8.17969
(2'2)"=|-0.06411 0.00052
0.08831 - 0.00107 0.0144

Dengan s = 1.204.
Z{),3:8.42+ 1.08(130y 0.42(7.5 151.
s*(z,(2'2)'z,) = 1.204(0.58928) = 0.71
t, (0.025) = 2.776

Jadi, interval kepercayaan untuk rata-rata waktU @&daz, adalah

z('),@it4(0.025)s\/z'0 € Z)'z,=151.9% 2.776(0.7 = (150.00, 153.94)
Interval prediksi 95% waktu CPU pada fasilitasuodengan syarat, :

sy1+7,(Z'Z) 7, = (1.204)(1.16071) = 1.40

Maka: 7z3+t,(0.0258 7, € Z J'z,= 151.92 2.776(0.4 = (1.48.08,
155.86)

2.6 Pengecekan Model dan Beberapa Hal Dalam Regresi
Apakah suatu model sudah cocok?

Asumsikan suatu model sudah benar, kita perlu netimgasi terlebih
dahulu fungsi regresi untuk membuat suatu keputuSantulah sangat penting
untuk memeriksa kecukupan model sebelum fungsi ydiegtimasi menjadi
keputusan yang tetap.

Semua informasi kekurangcocokan sampel terkandadg Residual.

21 = yl_ﬁo_ﬁlzll_"'_ﬁrzl

é:z =Y, Bo=BZn——BZ,

gn = yn _Iéo_lélznl_'"_ﬁrznr
E=[1-Z(2'2)"Z7y=[1 -H]y
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Jika modelnya cocok, tiap residugl adalah estimator das; yang diasumsikan

merupakan variabel random normal dengan rata-ctdan variansio®. Banyak
statistikawan menggunakan diagnosa grafik untuk emdsa residual yang
didasarkan pada residual student. Persamaannyges&eaikut:

A

O

=5 j=12..
' fs@-h) J "

Kita mengharapkan residual student ini merupakambga&an yang mendekati

distribusi normal dengan rata-rata O dan variansiDéngan menggunakan

software statistika makan akan diperoleh beberapdikggambaran residual
sebagai berikut (hal.309)

1. Plot residual£; ,dengan nilai prediksi)“/j :,5’0 +,5’12j1+...+ ﬁ’rzj,
Kemungkinanannya akan tampak seperti pada gambax dan 7.2 b. ini
menunjukkan model regresi kita ada yang kurangttdgiaa disebabkan
oleh kesalahan penghitungan atau variabel inteysepikeluarkan dari
model. Hal lain adalah kemungkinan variansi errang tidak konstan
yang menyebabkan residualnya membentuk sepertingorédanya
fluktuasi yang besar pada nilai-nilai error. Untokemperbaiki atau
mengkoreksi makan dilakukan transormasi dan ataxdgk@tan bobot
kuadrat terkecil. Tetapi kedua hal ini tidak digdan lebih lanjut pada
bahasan ini.

Gambaran grafik yang ideal ditunjukkan pada ganitdad

2. Plot residual, £, ,dengan sebuah variabel predikg, , produk dari

variabel prediktor misalnyazz, atau z*. Jika hasil dari andlisis ini

menghasilkan grafik seperti gambar 7.2 ¢ maka moeglesi yamg kita
peroleh masih belum baik. Situasi ini menyarankiga kntuk menambah
variabel prediktor lain pada model kita.

3. Q-Q plot dan histogram. Untuk membaca hasil yamgemieh pada
analisis ini kita bisa membaca analisis yang adk jpab 4.6
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4. Plot residual dengan waktu. Jika data yang kitaolphr sudah terurut
secara kronologis, plot residual dengan waktu nadédaa mungkin muncul
formula yang sistematis. (dalam hal ini mungkin rekauncul asosiasi
antara error). Tambahannya, residual yang bertantsgating dengan

waktu mengindikasikan keterikatan yang kuat

Beberapa permasalahan tambahan pada Regresi linier
1. Pemilihan variabel prediktor dari sebuah himpunamgysangat besar

Pada praktek sehari-hari, terkadang sangat sulitkumembuat formula
yang tepat untuk fungsi regresi liner secara langsWPertanyaannya
adalah variabel predictor mana yang harus dimasuki@da model?
Bentuk regresi seperti apa yang harus dibentuk?
Ketika kita memiliki sebuah himpunan variabel pkeéoii yang sangat
besar (banyak), semua variabel ini tidak bisa diklegn dalam fungsi
regresi. Program komputer menyediakan cara untukailime himpunan
bagian variabel prediktor yang terbaik dari himpuyang tersedia. Pada

program komputer akan menyediakan gambar [@gt,(p) dimana

C,=

lﬁl’:ur:.'n:.h kundrat residual dari subset model dengan @ parameter termasuk intersept \]

-(n-2p)
Model yang terbaik dapat dilihat dari koordin&t,(, p) sekitar4s’

2. Kolinier
Jika Z tidak full rank, beberapa kombinasi linieisainya Za, harus nol.
Pada situasi ini, kolom-kolom dikatakan kolinieralHni mengakibatkan
Z'Z tidak memiliki invers. Pada kebanyakan modejresi keadaan Za
tidak mungkin tepat sama dengan nol. Jadi akancoilkombinasi linier
kolom pada Z dengan nilai dipersekitaran nol. halakan menyebabkan
kesulitan bagi kita untuk mendeteksi kesignifikarkaefisien parameter
pada model regresi. Hal ini dapat diatasi dengan:
1. Menghapus pasangan prediktor yang berkorelasi kuat
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2. Menghubungkan variabel respon dengan komponen utarabel
prediktor.
3. Bias yang disebabkan oleh model yang kurang tepat.
Misalkan beberapa variabel predictor yang pentikgldarkan dari model

regresi yang dianjurkan. Misalkan model yang tefmtiganZ :[ZlEZZ]

dengan rank r + 1 dan

Bay

= : ((g+1)x1)
Y - Zl . Z 2 —_— |+ g
(nx1) (nx(g+1)) (nx(r-q)) ﬁ(z) (nx1)

L ((r=a)x1) |

Y= 21:8(1) + Zzﬁ(z) te

) E(g) =0
Dimana.
Var (&) = ol

Bagaimanapun, penyelidik tanpa mengetahui telah enaim sebuah
model hanya dengan menggunakan q variabel prediRearaksir kuadrat

terkecil dari B adalah B, . B =(ZZ)™"ZY. Kemudian, tidak sama
dengan situasi ketika modelnya benar,

E(fy) =(ZZ)"ZE(Y) =(ZZ) " Z{Z B o Z B ot E(€)

Jadi, ,5’1 adalah penaksir bias dag. Hal ini menyebabkan taksiran

kuadrat terkecil darj@’1 menjadi menyesatkan.

Nama : Adila Sandy Wulandari
Nim : 055518

2.7 Regresi Linier berganda multivariat
Regresi berganda multivariat merupakan hubungam@ram respon,

Y,Y,,....Y, dan variabel prediktornyaZ;,Z,,....Z,, masing-masing respon

diasumsikan memenuhi model regresi :
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V.= Bt Buzit .t Bzt e,
Y, = Boyt Byt Bz T E,

Ym = ﬁOm + ﬂlmzl+ ot ﬁrmzr + gm

Persamaan errofz[%,fz, ...,£m] denganE(€) =0danVar (&) =2..

Untuk percobaan k¢ variabel predictornya adala[hzjo,zjl,---%r], himpunan

persamaannya adalah [

Y, Y

it j2""’ij:|‘, dan himpunan errornya adalah

& :[511’512’---,5,-,,1] . Dengan model matriknya :

4y 24y Zy
— Ly Zn Zy
((r+) | 1 :
|40 Gu Zy
Dengan persamaan matriks
Yu Y12 Yln
Y, Y, .. Y, . .
YT P T Yy e Y
_Ynl YnZ Yrm_

18:

((r+1)xm)

Pon
Prn

B

:[ﬁ(l) D By o /3(m)]
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&1 €
dan (n>m)_ B I 2 R 1)
_gnl €n2 grm_
_8'1_
E')
_glﬂ_

Model regresi linier multivariatnya adalah

Yimm) = Z(nx(r+1))18((r+1)xm) T &€ )
dengan
E(g,)) =0; Cov(g;, &)=l i,k=1,2,..m

Ket :
m = jumlah observasi ke |

[ = parameter yang tidak diketahui

Untuki respon, maka modelnya mengikuti :

Yiy = 2By + €4 i=1,2,..,m

Seperti pada 1 respgh menjadi 8 ;, = (Z'Z)_lZ'Y(i)

Sehingga diperoleh :
Nilai prediksinya: Y=ZB=Z(Z'2)"Z'Y

Residualnya - e=Y-Y=[I-ZZ'2)*Z1Y
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jumlah kuadrat residualnya dan cross-productny& € =Y'Y = 3Z'Zf3

contoh 7.8

A A

Hitung nilai #,Y, dang dengan : le :,801"',8112] 1"'51 ]

Yj2:1802+:8122j1+gj; =12,...5
Digunakan data dua respon ¥an Y, pada contoh 7.3 dengan datanya sebagai
berikut :

Z 0 1 2 3 4
Y1 1 4 3
Y2 -1 -1 2 3 2

Penyelesaian :

1 -1 [1 0]
4 -1 11
v=3 2| Z=|1 2 {1 111 1} (Z,Z)_l{e —2}
8 3 13 012 3 4 -2 1
9 2 1 4]
1
-1
o fr1r111 5 |- 5
dan @7lo 1234 7|72
3
_2_
Sehingga
~ 6 -2|[ 5] [-1
:Z'Z_lz' = =
o= @22y § 1}{20} H

Pada contoh 7.3

A 1
By = (Z'Z)_lzIY(l) ={2}
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A A A 1 -1 1o .
Sehingga diperoleh ,3:[,521)3,3(2)]:{2 J =(2'2)"Z [y(l):y(z)}

Setelah melakukan perhitungan diatas diperolehapean )A/1:1+221 dan

92:_1"'21
Matriks nilai taksiran adalah
1 0] 1 -1
11 3 0
n ~ 1 -1
Y=Z(=|1 2 =5 1
2 1
1 3 7 2
_1 4_ _9 3_
dan

A ~ 101 -21 0
E=Y-Y=

0O -1 1 1-
Sehingga
1 1]
3 0
~.~ 101 -21 0 0
'Y= 5 1|=
M L b
7 2
_9 3_
Karena
1 -1
4 -1
{1 4 3 8 9} {171 4}
Y'Y = 3 2=
-1 -1 2 3 2 43 1
8 3
_9 2_

?'?_ 165 45 g"é— 6 _2
Tl 45 15| 9" 2 4

Jadi sum of square dan cross-productsnya memenuhi Y'Y=Y'Y+E'E
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Latihan 7.9 halaman 351

Diberikan data dengan satu variabel predictalan dua responan Y,

Z1 -2 -1 1 2
Y1 5 3 4 2 1
Y2 -3 -1 -1 2 3
Dengan Y, ::801"',81121 1TE
Yo =BntBAL 1T,  i=1,2,34,5
Hitung matriks untukY ,dan residuag, dengany =[y, : y,]
Penyelesaian :
5 3] [1 -2
3 -1 1 -1 101111 1 0
Y: 4 —1 Z: 1 O Z|=|: :| (le)—1= 6 1
2 2 11 21012 0
1 3 1 2
e
3
R B I D
WT 5 101 207 5
2
_1_
dan
g
-1
L, Jrr11g J o
Yo% o 1012 |71
2
_3_
Sehingga
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B,=(2'2)"2'y, =

o OoOlk
o
H
I o
I
H
oo R NS} CD|()1

~

By =(2'2)"Z'y,=

o olk
o
|_\
o ©
T
| 5

} 8
. 8 -
R
Sehingga diperoleh ﬂ:[ﬂ(l)sl[;(Z)]z 5 15 =(Z'Z)'1Z'[y(1)5y(2)]
8 8

Setelah melakukan perhitungan diatas diperolehaperan §/1=1—65+—§z1 dan

92=0+%:’21
Matriks nilai taksiran adalah
15 -15]
2 4
1 -2] 45 -15
1 -1 E’ 0 24 8
v=zp=|1 o ® SEI
5 15 6
L 1ls B8l |7 15
1o2] 24 8
45 15
12 4.

dan

45 27 3 -27 -33

12 24 2 24 12
3 7 1 -3

4 8 8 4
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Sehingga

15 -1
12 4
45 -15
45 27 3 -27 -3324 8| [945 274
svo|12 24 2 24 12|15 || 288 96
314 1 38 ~765 225
4 8 8 4|75 15| [ 96 3
24 8
4 15
(12 4]
maka
. g
3 -1
,:[53421} _{55—17
Yy 4 -1
3 -1 -1 2 3 -15 24
2 2
_1 3_

Perkiraan Kuadrat Terkecil

Untuk perkiraan kuadrat terkecil determina\é:[,é(l) E,é(z) 5---:,52@] menurut
model regresi berganda multivariate dengan fuk @) = r + 1 < n, adalah
E(:@(i)) = Byatau E(B) =p
Dan COV(,é(i) ué(k)) = O (Z'Z)_l ihk=1,2,...,r+1
Residual & = [é‘(l) E“2(2) E"'Eé(m)] =Y - Z,é memenuhi
E(¢;)) =0 dan E(g(i) é(k)) =(n=r =10, jadi
E()=0 dan E(%) = Z

Maka, £ dan ,@ tidak berkorelasi.
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Perkiraan Maximum Likelihood
Misal model regresi berganda multivariate

Yoy = Z(nx(r+1))lB((r+1)xm) T & m)
dengan full rank (Z) = r + 1N>(r +1) + M dan missal erro€ berdistribusi

normal. Maka,B - (Z'Z)_lz'Y adalah perkiraan maksimum likelihood dari

S dan S yang berdistribusi normal dengan

E(Ié) =/ dan Cov (,é(i),,é(k)) = O (Z'Z)_l. ,é independent dari

perkiraan maksimum likelihood dan definit pos@ diberikan oleh

L _&e_(Y-ZB'(Y-ZP)
Z - n - n

dan nZA: adalah distribusWVy—,_q (-] Z ).

Tes rasio likelihood untuk parameter regresi

Tes ini merupakan rasio likelihood untuk banyalpogs dengan hipotesis bahwa

respon tidak bergantung paZa]+1,Zq+2,---Zr , sehingga

By
+1

Hy : B =0dimana B = w

L((r —a)xm) |
Z :{Zl = } ol -

dengan (X +1))- (=) | secara umum model dapat ditulis :
E(Y) =28 :[21522]{%} = Z1/8(1) +22/8(2)
@
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dengan Hy 1 B, =0 Y = 21,8(1) * & dan tes rasio likelihood dari

H , berdasarkan pada jumlah yang terkait dalam jumistiat ekstra dan coss-
products =(Y‘qu@1))l(Y_ijg(1))_(Y_ZpB)'(Y_Z@
=n®, -2)
@

)
: L _(Y-ZR)(Y-Z4,)
Dimana,B(l) = (Z'l Zl)_lzllY dan Z - n
1
Dari rasio likelihood (\) dapat memperlihatkan hubungan umum varian, jadi :

] rgl)ag L(Bu,2) _ (B 50) :[ 5 |]n/2
max L(£,2) LBy U]
B.X

Equivalent dengan statistic Wilks’Lambda :
| 2|
12|

dapat dipergunakan.

/\2/n —

Hasil 7.11

Misal model regresi berganda multivariate

Y(nxm) = Z(nx(r+1))/8((r+1)xm) + g(nxm)
dengan full rank (Z) = r + 1n>(r +1) + M dan misal error€ berdistribusi

normal. DenganHy : B =0, nY adalah distribusWn_r_l(-|z ) secara

bebas adaIaHﬂ(zl —Z) dimana distribusinyW—q (l Z) . Tes rasio likelihood

dari H , equivalent dengan tolakd , untuk besar nilai dari :
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—2LnA =—-nLn lAzl = -nLn—= |n§| ~
|21| |nz+n(21_z)|

untuk besar nilainya n buah maka statistiknya :

1 1>
—In=r=1-Z(m-r+q+1) |Ln -2
{n r 2(m r+q D} {lzlJ

Menggunakan pendekatan chi kuadrat dengan deejashya m(r-q).

contoh 7.9
contoh ini merupakan lanjutan yang diberikan pamfgah sebelumnya yaitu pada
contoh 7.5. Dengan menggunakan program computangga diperoleh :

dan cross pruducts |=nX =

residual sum of squargs
~ [2977,39 10217
1021,72 2050,9

extrar sum of squares
dan cross pruducts|=n > (- {

441,76 246,1
246,16 366,1

Misal 3,, adalah matriks untuk interaksi parameter dua mespiketahui pada

contoh sebelumnya bahwa nilai n= 18 yang dapattefijkaikan tidak terlalu

besar, sehingga diperoleh hipotesis :

Hy: B2 =0
H,:5,#0
Dengan nilai alfa sebesar 0,05, dapat diuji :
1 ny
{n—rl -1-- (m—r1+ql+1)}l = | ;l =
2 [n2+nQ; —2)|
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=—{18— 5— 1—% (2- 5+ 3 1} In(760¢

=32
Dengan menggunakan pendekatan chi-kuadrat, dipemlai pada tabel chi-

kuadrat dengan derajat bebas sebesai-m)(F 2 (2) = 4 adalah 9,49.

Sehingga nilai hitung akan lebih kecil daripadaainilpada tabel yaitu
3, 28<Xf .(0,05F 9,4.

Untuk kriteria hitungnya maké#l, ditolak pada nilai alfa sebesar 5%. Sehingga
nilai B, #0, artinya nilai koefisien untukf, berarti dan hubungan interaksi

tidak dibutuhkan.

Nama : Siti Yunengsih
Nim : 055951

2.8Konsep Dari Regresi Linier

Model regresi linier klasik menghubungkan antaratswariabel terikat Y
dan kumpulan variabel prediktor;, z,, ... z. Model regresi menganggap bahwa
variabel acak Y bergantung pada variabel tetap atafRta nya diasumsikan

sebagai fungsi linier dengan koefisien regi8sig,, ... .5, .
Anggaplah bahweY, Z,, Z,, ...,Z adalah variabel acak yang mempunyai

distribusi sama tidak harus normal, dengan vek#ta-rata 4 dan matrix
(r+1)x1

covariant >  partisi # danZ kita tulis sebagai berikut
(r+1)x(r+1)

Hy Oy |Ogy ,

p=|22 | danz =| L2001 dengan gy, = 0, 0y, --.0y, |
ILIZ O-ZY ZZZ ' ’ r
(r<D) (r<D)| (1)

Dalam memprediksi variabel terikat Y digunakan
prediktor linier =y + by 23 + ... + hZ;=bp + b'Z

dengan prediksi errornya yaitu
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predictionerror = Y -bp-b1 Z;- ... -BZ, =Y -bp-b'Z
karena error ini bersipat acak, biasanya untuk fifeni, dan b dengan
meminimumkan
Mean square error = E(Y - by - b'Z)?
Mean square error ini bergantung pada distribussarea dari Y dan Z melalui
parametery danX
Akibat 7.12

Prediktor linier 8,+ 3Z dengan koefisien
B=2r0y B=i=LU,
Memilki rata-rata kuadrat minimum diantara semuadgktor linier respon Y dan
memiliki mean square error yaitu
E(Y =B =BZ) =E(Y =ty =05 X5 (Z = 14;))* =0y =3y L7 Oy
Juga B,+BZ=u, +0, X,5(Z-u,)adalah prediktor linier yang memiliki
korelasi maksimum dengan Y
Corr(Y,3,+B8Z)=maxCorr (Y b,+bZ)
_ J/f Y0 B _ Ja'zy S0 O

Oy Oy

Korelasi antara variabel terikat Y dengan prediklioier terbaiknya
disebut koeffisien korelasi multiple populasi yatigotasikan sebagai
Oy 2ge O
-+ zy ~z77 Y 7v
Pz o,

kuadrat dari koeffisien injoyz(z) disebut koeffisien determinasi populasi, nilaiidar
koeffisien korelasi adalah akar kuadrat positif ggéu 0< o, ,, <1.

Koeffisien determinasi memiliki interpretasi pewti Dari akibat 7.12
mean square error menggunak@+ 8 Z untuk meramalkan Y adalah
O-‘ZY 22 JZY

Yy

j =0y (1_ :03(2) )

' -1 _
Ow 0y Zzz Oz =0y _O-W(
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Jika pf(z) =0 tidak ada kekuatan prediksi dalam Z, perbedaan gangat besar

jika ,oYZ(Z) =1 mengakibatkan Y dapat diprediksi dengan tepat .

Contoh 7.11

Diberikan vektor rata-rata dan matrik kovarian 84z, Z,

5 , 101-1
— g,
y:{&}z 2| dan Z={—W —;ZY}= 117 3
o
:uz O zY zY _ 3 2

Tentukan a). prediktor Linier terbai, + 5,Z,+ 8,2,

b). mean square error
c). koeffisien korelasi multiple

penyelesaian

e[y S T

. 2
By=ty =B 1, :5_[1 _2]|:0:|

3

a). Jadi prediktor linier terbaiknya adalgh+ 872, + 5,Z2,=3+Z2,-2Z,

b). mean square errornya
R 0,4 -0,6 1 -
O ~Op X7s Oy =10-[1 —1]{_0’6 LJ{_J: 10- 3= 7
' -1
c). koeffisien korelasi multiplenyg, ,, =+ I 2 Ty =\/% =0,54¢&

Pembatasan prediktor linier dekat dihubungkan dengassumsi

normalitas, khususnya

misalkan kita punyaZ, | berdistribusi N,_,(£,2)
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maka distribusi bersyarat dari Y dengan memperaatiklai z, z, ...,z adalah
N(thy + Oy 272 (2= ). Oy = Oy 237 Oy
rata-rata dari distribusi bersyarat ini adalah fited linier dalam akibat 7.12
E(Y|2,2,,....2 )= 4 +0p 253 @ 11,)
=5 +Pz
dan kita menyimpulkarE(Y|zl,zz, ...,Z ) adalah prediktor linier tebaik dari Y

adalah

ketika populasinya adaIaNHl(,u,Z). Ekspektasi bersyarat ini disebut fungsi
regresi linier.

Ketika populasi tidak normal, fungsi regreE(Y|zl,zz, ...,Z. ) tidak harus
berbentuk 8, + 3'z. Namun, dapat ditunjukan bahV\E(Y|zl,zz, ...,Z.) apapun

bentuknya, untuk memprediksi Y adalah dengan meprare error terkecil.
Keuntungannya pengoptimalan diantara semua estinyatog dimiliki dengan

prediktor linier adalah ketika populasinya normal.

Akibat 7.13
Anggaplah bahwa distribusi bersama dari Y dan Zada, ,(x,2)

misalkan

= F} dan S{i i}
Z Siy | Sz

vektor rata-rata sampel dan matrik kovarian sanmpukuran n dari suatu

populasi, penaksir maksimum likelihood dari koeéisprediktor liniernya adalah
B=Sisy: B=Y-s,53Z=Y-pZ
akibatnya penaksir likelihood untuk fungsi linieengdalah
B+ Bz=Y +s, S} (z-Z)
Penaksir maximum lilkelihood dari mean squre eryarE[Y—,[z’O —,[z"Z}2 adalah

A

n-1 U
Owz :T(SW _SZYSzzlszv)
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Biasanya dengan merubah pembagi dari n ke n-(r dalgm estimator
dari means square error diperoleh penaksir takyaisis

ER S

n-r-1 n-r-1

Contoh 7.12
Hasil computer data contoh 7.6. dengan data 7redsiepada Y (CPU

Time), Z,,Z, memberikan vektor rata-rata sampel dan matrikakem sampel

yaitu
.- [150,44 | 467,913 418,763 35,98
= y =120 2/ d > = ii =
i = 130, 24| dan 5|5, 418,763 377,200 28,034
3,547 A 35,983 28,034 13,65

assumsikan berdistribusi normal bersama. Tentdkagsi regresi dan mean
square errornya.?

Penyelesaian

Dari akibat 7.13 penaksir maksimum likelihoodnyalat

,[}_Sz_zl ~|1 0,003128 - 0,00642p 418,763 1,0f
v —0,006422 0,08640 35,98 0,4

. N 130,24
=y-£7=150,44-] 1,079 0,4 =
A=y-F [ 2](% 3,547}

jadi fungsi regresinya adala@o +,3'z=8,42— 1,0& + 0,42,
mean square errornya adalah

A

n-1 o
Owiz :T(SW _SZYSzzlSZY)

6 0,003128 - 0,00642§ 418,7
=| = || 467,913-[ 418,763 35,983

7 ~0,006422 0,086404 35,98
=0,894

Prediksi untuk beberapa variabel
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Perluasan dari akibat sebelumnya untuk prediksetagia variabel terikat
Y., Y, .Y,

m

hampir dekat. Perluasan untuk populasi normal apigh

Y U,
bahw{%] berdistribusi N, (4,Y) dengam=| ™2 | dan
() (rX%L)

DIV DIV
Yy =| Lmxm)) (mxr)
ZZY ZZZ
(rm) | (rér)

Ekspektasi bersyarat dafl,,Y,, ... .Y,] atas sejumlah nilai variabel prediktor

2,2, ....7 adalah E[Y|z,2, .7 |=¢4,+3,35 @~ 4,)
nilai harapan bersyarat ini, dianggap suatu furdass z,z,, ... ,z yang disebut

dengan regresi multivariate dari vektor Y dalamFEfngsi ini terdiri dari m
regresi univariat. Contohnya vektor rata-rata bematy dari komponen pertama

adalah
M +2y, Zg(z—yz):E(Yle,zz, ...,Z ) yang meminimumkan mean square
error dari prediksi Y. Ukuran mxr matrik Z=Y., > disebut matrik koeffisien
regresi.
Kesalahan dari vektor prediksinyd -, —>., >, (Z - i4,) mempunyai

kuadrat harapan dan matriks cross produk adalah
Sz TE[Y =S IR @) [Y 1~ T2 2~ 1)

SDIWEDIVED JEL DIV IED IVED D= DEVE'D IV D) I it 0 IV &

SDIED IV P I
karena ¢ dan X tidak diketahui secara khusus, maka harus dipkir dari

sampel acak dalam urutan menyusun prediktor lmigtivariate dan menentukan

harapan kesalahan prediksi.

Akibat 7.14
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Anggaplah Y dan Z berdistribu$i,,_, (1, 2)) . Regresi dari vektor Y dalam
Z adalah
B+ Bz=l =2, 2 v 2, 2 2=, 2 (2 1)
kuadrat harapan dan matriks cross produk untukreracadalah
E(Y =B =BZNY =By~ BZ) =Xz =2 =2z Xz Ly
berdasarkan sampel acak ukuran n, estimator maxihketihood untuk fungsi

regresinya adalah
Bo +BZZV+SYzSz_zl(Z_Z)
Dan estimator likelihood dait,,, adalah

A

n-1 -
Yz = (Tj (Sw — S(zszzlszv)
Penaksir tak bias darﬁwa adalah

n-1 Zn:(Yi_'éO_léZi)(Yi - By~ BZ))
[ s -suszs,) =2

n-r-1

n-r-1
Contoh 7.13
Dari hasil komputer data contoh 7.6 dan contoh dritOk Y; (CPU time) dan ¥

150, 44
(Disc /0 C ity)., diberikan,Zlan 2 di leh 2 y|_|3279
ISC apaci ., diperikan an Iperoile = ==
pacty ! P 2151713024

3,547

A

[ 467,913 1148,5596 418,763 35,983
SZY} 1148,556 3072,4911008,976 140,558

Sy 418,763 1008,976 377,200 28,03
| 35,983 140,558 | 28,034 13,65
diasumsikan berdistribusi normal tentukan funggresinya ?

{s
S=| %
Sy
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B+ Bz=Y+5,S;(2-7)
{150 44} { 418,763 35,98}{ 0,003128- 0,006 %—130,24}
327,79 | 1008,976 140,538| - 0,006422 0,086404,-3,547
150,44| |1,079@¢ - 130,24y 0,42@(—- 3,547)
{327 79} {2,254@—130,24)—% 5,665¢, - 3,54})
sehingga predictor mean square error minimum dadan Y,adalah

150,44+ 1,079 — 130,24) 0,42f)(- 3,547) 8#2 108,44,

327,79+ 2,254f - 130,24) 5,665(- 3,547) 14414 Z 25,67z,
penaksir maksimum likelihood dari kuadrat harapan ohatrik cross produknya

diberikan oleh

Sz (” 1](SW S.525.)

n

6 467,913 1148,53 418,763 35,983 0,003128 0,006422 418,1@33,97

(?Mn%,sae 3072,4551{ 1008,976 140,18 0,006422 0,083@04 835,9140,558?}
611,043 1,042 | 0,894 0,893

_[_j[l 042 2,573_[ 0,893 2,235

hasil penaksiran pertama fungsi regrdsi2+ 1,0& + 0,42, memberikan mean

square error 0,894 hasil yang sama dengan contth uhtuk kasus respon
tunggal. Kita lihat bahwa data dapat diprediksil diari variable respon pertama
memilki error yang lebih kecil dibandingkan dengdeh respon kedua. Kovarian
0,893 menunjukan prediksi yang terlalu jauh dariUCkme yang cenderung

ditemani oleh capasitas disk.

Akibat 7.14 menyatakan bahwa assumsi dari distriboisnal multivariate
bersama untuk kumpulay,Y,, ... )Y, Z,.Z,, ... Z, mudah untuk memprediksi
91 :ﬁ01+181121+"'+18r 1Zr

persamaan ¥, =B+ Biz,*..+ B Z,

Ym zléOm +ﬁ]mzl+"'+ﬁrmzr

Dengan catatan mengikuti
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1. Nilai z,z,, ...,z yang sama digunakan untuk memprediksi tiap nilai

Y.

2. ,@ik diperkirakan untuk entri(i,k) pada matrik koeffisien regresi

B=2,>5 untuki,k>1.

Koefisien Korelasi Parsial

Anggaplah pasangan kesalahz;(rll_'qu R A
=My ~ Xy X2 (Z - 1)

diperoleh dari menggunakan prediktor linier terbadk danY, hubungannya

ditentukan dari matrik kovarian kesalahah,, =>, =2, 25 >~

pengukuran hubungan antar¥ danY,setelah menghapus pengaruh dari

2.2, ... Z,.

koeffisien korelasi parsial antaka danY, dengan menghapuskan

o.
Z,Z,,...,Z olehp, ; = YY,Z
N Oz A Gvy,z
yang diperkirakan oleh 1, , = Siwz
V %].Ylm V %ZYZZ
Dimana 0y adalah entri (ik) dalam matrik

Yz S2w — v 20 2, hubungan koeffisien korelasi parsial sampel adalah

—_ Suwz

rvlvzm -
N Svlvlz szvzz

Dengans,,, dengan(i,k)elemen dariS, -S,S;S,, dengan asumsi

Y danZ memiliki distribusi normal multivariate bersamaodffisien korelasi

parsial sampel diatas adalah penaksir maximumigetl untuk populasinya.
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2.9 Membandingkan Dua Perumusan dari Model Regresi
Bentuk Rata-rata yang dikoreksi dari Model Regres

Untuk beberapa variabel respon Y, model regrestipiell menegaskan
bahwa

Y =Bt Bz + ...tz t€

Variabel prediktor dapat dipusatkan dengan mengjirgata-ratanya.
Contohnya

Bz, =Bz, —Z)+ BZ,dan kita dapat menulis

Y, =(By+ B+ + BZ)* B2y ~Z)+.* B 2~ e,
=Bt Bz ~Z)+..+ B (2, —Z ) *¢
Dengan B.=(6,+BzZ,+..+ 5Z)
Desain matrik rata-rata yang dikoreksi dihubungkdengan pengulangan
1 z,-7 - -7

4y 4
1 -7 - 7. -7
pembentukan parameter adalah  Z_ =|. 221: “ . .Z'

1 2,-% - z,-%

Yang mana kolom r masing-masing tegak lurus tenv&kdéom pertama karena
>Nz, -Z)=0, i=12 .1
j=1

Selanjutnya tentukad, =[1Z,, | denganz,,1=0

Jadi
, || |IZC2 n O
Zczc = . , = )
ZCZI ZCZZCZ 0 ZCZZcz

B,

7 l O |y _

él :(Z;Zc)_lzclyz n { ‘ :|={ > y—lz' }
i 0 (Zx‘:zzcz)_l Zc2y ( c2 cz) c2Y
B ]
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Dengan demikian koeffisien regr{s@l,ﬁz, ,ﬁr]' penaksir tak biasnya

ditaksir oleh (2,,Z,,)'z.,y dan B ditaksir oleh y. Karena

koeffisieng,, 5,, ... .3 tetap tidak berubah oleh penggantian parameteaksen

terbaiknya dihitung dari desain matrikd, sama dengan yang dihitung desain
matrik Z Sehingga, keadaa,fib =[,@l,,é2, ,,é,]adalah predictor linier dari Y
dapat ditulis sebagai = 3.+ 4, (z-2) = Y+ Y Z,,(Z.,Z.,) *(z-Z) dengan

(z-2)=(z-2,2,~ 7, ...,z —Z )akhirnya

~ ~ ~ 0’2 '
Var Cov(5-, , il
{ (5) (ﬁDAﬂc)}: Zzyioie| O
COV(ﬂC, ﬂD) COV(IBC) 0 (Z(‘:chz)_laz
Ulasan: Model Regresi Multiple Multivariate menghasilkansdan matrik rata-

rata yang dikoreksi sama untuk setiap respon. Reaaakkuadrat terkecil untuk

koeffisien  vector [a’(i)untuk variable respon ke-i diberikan oleh

noo— V(i) F—
B = . o , i=1,2,..m
O 1 (Z0Z) 20y,

Rumus-rumus yang berhubungan

Ketika variableY,Z,,Z,, ...,Z, berdistribusi normal bersama, kita menentukan
bahwa prediktor penaksir dari Y adalah
,éo +lgzzy+slzvsz_zl(z_z) = Hy +0A-IZY i;(z_ﬂz) .

dari bentuk rata-rata yang dikoreksi pada modele®genaksir linier terbaik dari
prediktor Y adalahy= /3"5+/3"C'(z—2) dengan ,/3"D =y= ,@o dan dari persamaan
sebelumnya B =YZ,(Z.,Z.,)" maka diperoleh hubungan
S'ZYSZ_; = yIZCZ(Z(;ZZCZ)_l

oleh karena itu teori normal rata-rata bersyarat madel regresi klasik memilki

prediktor linier yang tepatnya sama.
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Meskipun dua perumusan dari masalah prediksi linisrenghasilkan
persamaan predictor yang sama, pada dasarnya adatbkda, pada model
regresi klasik variable input diassumsikan ditkatu oleh ekperiment, pada
model regresi linier nilai dari variable predictadalah variable acak yang
diperoleh dihubungkan dengan nilai dari variablespom. Assumsi untuk
pendekatan kedua lebih ketat tapi tapi menghasitkadictor optimal diantara
semua pilihan daripada melalui predictor linier ygarang.

Rumus rumus yang berhubungan dengan regresi limidtivariat secara
keseluruhan adalah sebagai berikut :

Kasus Univariat

Terdapat satu variable respon Y untuk sejumlah mlata

maka

Y 1z, - z||5 &

Yz _1 Zyy v Ly 181 +‘92

Y 11z oz 8] (&

model persamaannyy = Z [ + ¢
(<) (nx(r+1) (r+1)x1)  (0XD)

dengan metode kuadrat terkecil

penaksir :3=(Z'2)"2'y

koefisien determinasi R* =

interval kepercayaan,é’l ol A (%) \/\76“ (ﬁA?)

Test Hipotesis

Ho: =0 (BB - )
H,: %0
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Staistik uj F =X
SSE/(n-r -1)

Dengan SSR= (,@'Z'y— nyz) SSE = (y'y—/S"'Z'y)
Kriteria tolak H, jika F >F,

(Rencerd;330)
Kasus Multivariat

Misalkan untuk variable respon sebanyak 2 atalapat Y dan Y, dan 3
variabel predictor maka

Y1 Yio 1z, 2, Z||BoBol |€1£
Y21 Y22 — 1 2y 2y Zyu|| BB + € -
Do o | BuBa P

Y Yno 1 7z, 7, Z3|[BaBxn| |& £

jika teradapat m variable respon Y dan r varigibélictor z, maka terdapat

sejumlah persamaan model regresi :

Y, =Bt Bzt F B g tE,
Y, =Bpt Bzt B Z tE,

Ym :lBOm+lBlle+"'+leer +£m

dengane =[&,,&,, ....&,] mempunyaiE(£)=0,  Var(g)=X

model Regresi Linear Multivariatnya adalah

(n\x(m> - (nx(zr+1)) ((r +L)xm) ¥ (nfm>

dengan E(g(i)) =0, Cov(s(i) ,g(k)) =g, 1,k=12.m
dengan menggunakan penaksiran kuadrat terkecil

,é(z) ﬁ(m):|

?(m)}

penaksir 3=(Z'2)*zY dengan ,@=[,3(1)

A

()

dan Y=zB=27(Z2Z)'ZYdenganY = [\?(1)
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A

residualnya adalate =Y -Y

dengan matrik kovariannyg = ££ = Y 22 (Y = 2/)
n n

interval kepercayaan :

100(1- a )% confidence ellipsoid untul@ z, adalah

(/B‘Zo ‘320)( nz ]_l(ﬂ'zo ‘/3"20) <z,(zz)" ZOKMJ F o e )}

n-r-1 n-r—-m

100(1-a )% interval kepercayaan simultan untikYy;,) = z;),[z’(i) adalah

s m(n-r —1) e n . .
ZOIB(i) i\/(mj Fm,n—r—m(a)\/zo(z Z) lzo(n_r _10-“j | —1, Z,m

Test Hipotesis
Ho: =0 (B.B, - B)
H,: 8%0
o |E| o Ao A
statistik ujiA =——— dengan E=YY-£ZY H=08ZY-nyy

|E+H|

kriteria Tolak H, jika A <A dimana m menunjukan banyaknya variable

a,mrn-r-1
Y, r menunjukan banyaknya variable Z.

Dalam tabel Wilks Lambda m menyatakan p, r menyatdk dan n-r-1
menyatakarvg

(Rencerd;344)
Konsep Regresi Linier
Untuk Kasus Univariat

Hy
Misalkan terdapaY, Z,, Z,, ...,Z, denganu =| 2| dan

z
(rx1)

JYY JZY
S = (Ix1) | (Ixr)
UZY zZZ
(rx1)| (rxr)

dimanao,, =| 0,5, 0, ....0,, |
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prediktor liniernya adalah B, +BZ dengan

koefisien8=32;, 0y, By=t =B 1
memiliki mean square error yaitu

E(Y =B, =BZ) =E(Y =ty =00 255 (Z = 1£,))* =0y =0y X3; Oy
korelasi antara variabel terikat Y dengan prediliarer terbaiknya disebut

koeffisien korelasi multiple populasi yang dinokasi sebagai

Oy 20 O
-+ 2y ~7z2 Y7y

IOY(Z) O
kuadrat dari koeffisien injof(z) disebut koeffisien determinasi populasi, nilaiidar
koeffisien korelasi adalah akar kuadrat positif ggéu 0< p, ,, <1.

Untuk Kasus Multivariat
Misalkan teradapat,,Y,, ... .Y, ,Z,.Z,, ... Z, berdistribusi N, (& 2)

Hy ZYY ZYZ
denganu= % danY = gxm) (mer)
(TX%.) (ernT) (errZ)

regresi dari vektor Y dalam Z adalah

Bot Bz=phy =Xy X33 Hy + 2 X3 2= fhy + Ty 257 (2 1)
kuadrat harapan dan matriks cross produk untukreracadalah

EQY =B =BZ)NY - Bo=BZ) =Xyyz =Ly =2z 2z Loy
berdasarkan sampel acak ukuran n, estimator maxitiketihood untuk fungsi

regresinya adalah
ﬁo"'ﬁzzv"'sﬂasz_zl(z_z)
dan estimator likelihood dal.,,, adalah

A

-1 —1
Ze =( 80 - 8,525,
Koeffisien Korelas Parsial

Y1 _:uyl _zvlz z; V4 _/Jz)
Anggaplah pasangan kesalahan .
2 T My, _zvzz 2, (Z- 1)
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diperoleh dari menggunakan prediktor linier terbadk danY, hubungannya
ditentukan dari matrik kovarian kesalah&h,, =>, -2, >, >~

koeffisien korelasi parsial sampel adalah

— SYle Z

N,z =
N S\(lYl[Z SYZYZEZ

Contoh :
z=01234

Diberikan y, =1,4,3,8,9 tentukan model persamaan regresi multivariatnya
y,=-1,-1,2,3,2

Penyelesaian:

Yi, = B+ BiZ ,FE,
Akan ditentukan * Ot Tt T
YjZ :ﬁ02+13122] 1'*'51- 5

Dari persoalan diatas maka dinyatakan dalam banatkiksnya adalah

[1 0] 1 -1
11 4 -1
Z=|12| Y,=|3| Y,=|2
13 8 3
11 4] El | 2 ]
10
11
: : 11111 5 1
Selanjutnya car(Z Z) = 12|=
01234 10 3
13
_1 4_
. 30 -10
(z z)‘lz;
150-100-10 5
30 -10
diperoleh -1
50{-10 5

_[0,6 -0,2
1-0,2 01

Selanjutnya akan ditentukaf,, = (Z'Z)_lz'Y(l) dan g, = (Z'Z)_lZ'Y(Z)
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@71 012 3

. 11111 1111
ZYy = =
012 3 4

© 00 W N~ B
1
[ —
~N N
o U

'éa) = (Z‘Z)_l Z Yy, /3’(2> = (ZIZ)_l ZYy,)
[06 -072 [ 06 -0
{—0,2 0,1}{73 {— 0,2 o,j 21

-1

i

Sehingga diperoleN, =1+2z,  Y,=-1+z

B(ZJ :B _11}

Jadi matriksf3 = [ [”(1)

1 0] 1-1] 1-
11 30 4-
~ ~ 1 -1 ~
Y=zp=|1 2| |=|5 1] e=Y-V=|3
13 7 2 8
1 4 9 3] 9

N WN

Penaksiran parameter

=0
Hipotesis A

B %0

E < A
Statistik uji A\ = | | dengan E=YY-(£ZY

|E+H|
[171 4
| 43 1

o [1 4 389
YY =
{—1—1232}

© 00 W P
N

o N 00wk
W N P o By

1
=
=)
<
<



1 -1
4 -1
1 211 11 1 1
ﬁxv{ }[ Jsz
-1 1/l0 1 2 3
8 3 n"—55[51]
9 2] vy 1
[1 2][25 5 _5255
-1 1|70 20 ls5 1
_[165 45 _[125 25
| 45 15 |25 5

g _Y'Y—,é'X'Y‘
CE+H] VY -nyy]

171 43 165
43 19 45 1

_{171 43 125 2]

43 19
5

_|m2 4|_ 24-4 _ 062t
46 1j 644— 324

18 1

berdasarkan tabel Wilks lambda diperoleh
AN =Ny s215=0,05C (Tabel A.9 Wilks Lambda;567)

a,mr n-r-1
kriteria Tolak H, jika A<A, ., karenaA>A, ., yaitu 0,0625>0,050
kesimpulannyaH ,diterima, jadi koeffisieng, tidak berarti pada kedua persamaan

diatas.
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Nama : Siti Habsah
NIM : 055662

2.10 Analisis Jalur

Metode analisis jalur dikembangkan oleh ahli gdw@e8ewel Wright pada
1918-1921 untuk menjelaskan hubungan sebab akédatndgenetika populasi.
Aplikasi analisis jalurnya pada 1925 untuk meng&amtdan memonopoli harga-
harga turut memprakarsai penggunaan persamaantusaiukdalam ekonomi.
Tujuan analisis jalur (atau analisis persamaankisiral) untuk menyediakan
penjelasan yang logis dari korelasi yang diobseérdamgan mengkonstruksi
model hubungan sebab dan akibat antara variabelbehr

Koefisien korelasi signifikan yang tidak menunjukkbubungan sebab
akibat telah ditegaskan berkali-kali pada diskusrekasi, seringkali dengan
contoh menggelikan seperti asosiasi positif di@anfgnjualan permen karet dan
dan angka kriminalitas. Tentu saja sebuah korgtsg diobservasi tidak pernah
bisa digunakan sebagai bukti hubungan sebab akibgitimen meyakinkan untuk
sebab akibat dapat dikonstruksi dari inferensiisttlat bersama dalil yang
menyatakan hubungan yang dikembangkan dari ilmwggiahuan dari subjek
masalah dan pengertian yang berhubungan. Misakya klasik tentang sifat-
sifat harga, kenaikan harga jagung menaikkan peéaamdan menurunkan suplai.
Dalam hal ini variabel permintaan dan suplai dglartkan sebagai penyebab
perubahan harga jagung.

Ketika satu variabel Xmendahului variabel lain pada suatu waktu, dapat
disimpulakan X menyebabkan X Secara diagram kita dapat menulis—>Xo.

Dengan mengikutsertakan ererodalam hubungan, diagram jalurnya adalah

X2
1 X &,

Dalam hubungan model linietkX, = 5, + 5,X, + £, dimana sekarangadalah
variabel penyebab yang tidak dipengaruhi oleh batidain. Gagasan hubungan

sebab akibat antara;Xlan X% mengharuskan semua faktor penyebab lain yang
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mungkin, dikesampingkan. Secara statistik, kita eteggkan bahwa Xdan =,
tidak berkorelasi, dimana, menunjukkan akibat bersama dari semua variabel
tidak terukur yang dapat mempengaruhidan X.

Lebih spesifik lagi, regresix, = 5, + 5,X; + =, ditulis dalam bentuk

baku dengan notasi yang jelas

L IE[*"-':‘-“:] I E atau
= 1‘\:5:: e ‘\J!"_:: o
Zy=PuZytrgE (7-71)

Walaupun error dalam bentuk bakzimemiliki sebuah koefisien. Dalam model
baku, parameter koefisien jalur biasa disebut p.d&flodalam (7-71)
mengakibatkan

Py = Corr(Xp,X ) = Corr(Z;,21) = py
1 = Var(Z,) = p5;Var(Z,) + pi. (Vare) = p3; + pi.

Persamaan kedua menyatakan bahwa kesimpulan semeldgram jalur itu
sendiri lengkapnya ditentukan oleh variabel-vadigfsng di tunjukkan karena
konstribusi pada variansp berjumlah satu.

Secara matematis, sama logisnya untuk merumuskamwad >
menyebabkan Xatau merumuskan model ketiga yang memuat sebudbr fa
yang berhubungan, contohnys ffang bertanggung jawab atas korelasi yang
diobservasi antara Xdan X%. Dalam kasus terakhir, korelasi antara dan X%

adalah palsu dan bukan sebuah korelasi sebab aRibgtam jalurnya adalah

X2

X1

&
dimana kita memperhitungkan error lagi dalam hulmngDalam hubungan
variabel-variabel baku, model linier yang diakitaatkoleh diagram jalur di atas

menjadi
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Zy=pupF TP 6 (7-72)

Dengan error bakus, dan &, tidak berkorelasi satu sama lain dengan F

Akibatnya, korelasi dihubungkan dengan koefisidurjaleh
Pz = Corr(X,,X,) = Corr(Z,,Z,) = py3Pas
1 = Var(zy) = pj + i,
1=Var(Z,) =pk +pi.,
dan
py3 = Corr(Z,,F) = pys Pa3 = Corr(Z,, Fy) = pag
Model sebab akibat yang dirumuskan dalam (7-72)dzka dari model dalam (7-
71) maka tidak mengejutkan bahwa hubungan antaeddsd dan koefisien jalur
berbeda.
Analisis jalur berisi dua komponen utama: (1) daag jalur, dan (2)
dekomposisi korelasi yang diobservasi ke sejumidiuhgan koefisien jalur yang

mewakili jalur-jalur sederhana dan gabungan.

2.10.1 Pengkonstruksian Diagram Jalur

Sebuah perbedaan dibuat diantara variabel-varige tidak dipengaruhi oleh

variabel-variabel lain dalam sistem (variabel elesgglan variabel-variabel yang

dipengaruhi oleh variabel-variabel lain (variabeldegen). Dengan masing-

masing variabel-variabel terikat terakhir dihubusmgksebuah residual. Aturan

tertentu menentukan penggambaran sebuah diagraor. jdlanda panah

menunjukkan sebuah jalur. Diagram jalur dikonstrekbagai berikut:

1.Tanda panah lurus menunjukkan hubungan sebab awgarabel-variabel
exogenous atau perantara dengan satu variabel terikat atai |

2.Tanda panah lurus juga menghubungkan kesal@faaiabel residue) dengan

semua variabedndogenous masing-masing

3.Tanda panah kurva dengan ujung panah ganda digadiatara masing-

masing pasangan variabel bebas (endogen) yang ikidqaikelasi tidak nol.
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Tanda panah kurva untuk korelasi mengindikasikaafigen korelasi
alami simetris. Hubungan-hubungan lain yang langsigeperti diindikasikan
oleh tanda panah dengan ujung tunggal.

Ketika mengkonstruksi diagram jalur, biasanya mengfan variabel-
variabel yang telah baku yang memiliki rata-rat@a@ variansi 1. Dalam konteks
regresi berganda, modelnya adalah

Y —p, 8 Vo [Xi _EHJ Voo [X: —,u:J 5 Vo, [X' —,u,-J
— ch == | ThT= =TT, ==
[ Oce -
+p ()
‘-\-"I Ty .ﬂ_.-' T,
atau
Y. =P Zy + ppaZy + + 0,2, +p, €. (7-73)

dimana koefisien jalur, p, :ﬂkqlakk/qlayy adalah koefisien regresi untuk

prediktor baku dam,, = \/a_gg/\/a.

Untuk menilustrasikan pengkostruksian diagram rjalpertama kita
gambar diagram yang menjelaskan regresi bergantgaderariabel prediktor r =
3.

Ketika masing-masing Z diperlakukan sebagai variabel penyebab,
korelasi antara pasangan variabel-variabel eksdganjukkan oleh tanda panah
berbentuk kurva dengan ujung ganda. Tanda panak harangkat dari masing-
masing variabel penyebab ke Y. Errerdan masing-masinggZdiasumsikan)
tidak berkorelasi sehingga tidak ada tanda panaly y@enghubungkan variabel-
variabel ini. Diagram jalur untuk variabel predikto= 3 diberikan dalam gambar
7.6

VA) Pr1

< Zy Py Y

9
r4

Z3 3 Py £

Gambar 7.6
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Kesederhanaan lain, masih menarik, kondisi modalisis faktor dengan
satu faktor biasa yang tidak diobservasi. Menuratieh ini, faktor tunggal tidak
diobservasi, F, bertanggung jawab atas korelasarantariabel respon, model
dapat ditulis dalam hubungan variabel-variabel biaks,, &,, &,, dan 4, 7, Z3
sebagai

Ly =p1rF P16

277 Porf T P2e,®

Zy=p3F + 3. & (7-74)
dimana F,&,, &,, dan &, semuanya tidak berkorelasi. Diagram jalur ditukgrk

dalam gambar 7.7 .

l:|l

£
Gambar 7.7

Pengkonstruksian diagram jalur dapat membantu piebelpikir benar tentang
sebuah masalah dan menggambarkan komponen-kompengng korelasi yang

diobservasi.
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2.10.2 Dekomposisi Korelasi yang Diobservasi

Estimasi koefisien jalur akan memungkinkan kitanaiesir pengaruh
langsung dan tidak langsung dimana satu variabehilike pengaruh pada
variable lain. Dari model linier yang menyatakarbimigan sebab, kita dapat
menemukan pernyataan yang menghubungkan koefaiandan korelasi.
Contoh 7.16 (Analisis Jalur dari Model Regresi)

Dari bentuk baku model regresi berganda ([lihaf )], korelasi antara Y

dan masing-masingg4lapat di dekomposisi sebagai berikut

Py :Corr(YZk) =Co rz P4 ,ij :Zpyﬂk, k=1,2,..,r (7-75)
= i=1

Juga, ketika diagram jalur memuat dirinya sendatisgga Y ditentukan oleh
variabel-variabel dalam diagram, kita menemukansgenan determinasi

lengkap.

1=V3r(Y) =Var£rz P + pvggj = Z Z Py O Py T p\?g
=) =

i=1 k=1
r r r
=2 Pa +2D D PyPuPu t+ P (7-76)
i=1 i=1 k=i+1
Variansi Proporsi variansi Proporsi variansi yg Proporsi variansj
total =| vyg langsung diberikan + | disebabkan interkorelasii + | disebabkan error
Y oleh koefisien jalur antara variabel terikat

Keadaan 0, =[Oy, 0Pys0Py ], matriks r x r p, ={p} dan
By =[Pyss Pysre Py |' - Persamaan (7-75) dapat ditulis dalam notasi ksatri
sebagaip,, = p,, p, , sehingga
Py = Pz Pay

Selain itu, errorp,.& dalam (7-73) memiliki variansipZ Var (¢) = p?,,
yang berasal dari(7-76) menjadi

P =1=P'2 PPz =1=P'zy Py
Kuadrat koefisien jalup?, dihubungkan pada koefisien korelasi berganda karen
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(1_ £'r Pzz Py )
1

Untuk data komputer contoh 7.6, kita mengajukangrdian jalur berikut

=1- ,05(2)

2 _
pYe_

berdasarkan dugaan hubungan sebab akibat antafa dan Y:
Zy V1
( v
Zz> Py &
Diagram ini membawa pada model linier (dalam bentfkabel-variabel baku)
Y =Pl tPyZ; tpyE
Akibatnya, persamaan (7-75) dan (7-76) menjadi

Py = Py @) + Py 01,

Py = PP+ Py, D
dan

1=Var(Y)= p, + pi, + Py, + 2Py P12 Pra
sustitusi korelasi korelasi-korelasi contoh (lirmintoh 7.12 untuk S)

My =l =997, r,=r, =450, dan r,=r,, =.391 untuk banyaknya
populasi yang berkorespondensi dia atas, kita dapagestimasi koefisien jalur
p,, dan p,, dengan menyelesaikan

.997= p,, +.391p,,

450=.391p,, + py,

Secara ekivalen, kita dapat menggunakan

o [ Pal s 1 .391]7'[.997] [.969
Pr :{AYJ " Pl :[391 1| {450} :[071}
Akhirnya

P, =1-p', P, =1-[997 45d_'969=002
Ye zy My : . _071 "

Dengan demikian korelasi yang diobservasiantaspore Y = CPU time

dan variabel prediktor Z= permintaan dan,Z= penambahan-penghapusan item
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dapat didekmposisi ke dalam bagian-bagian yang kieweengaruh langsung

dan tidak langsung. Contohnya; Zecara langsung mempengaruhi Y (diwakili
oleh koefisien jalurp,, dan juga mempengaruhi Y secara tidak langsunglanela
Z, (ditunjukkan oleh hubungan produl,p,,. Dengan mensubstitusi bilangan-

bilangan pada diagram jalur, kita punya

Z1 .969
.39( v
Z> p .044

Tepat menggunakan sebuah tabel untuk menunjukkagapgh dekomposisi
variabel-variabel prediktor pada respon.

Indirect effect| Direct effect Total effec

Zy (orders) .028 .969 .997

Z, (add-del items) 379 .071 450

Perhatikan bahwa koefisien jalur mengukur pengéangsung Z pada Y adalah

koefisien regresi untuk variabel-variabel baku.

Contoh 7.17 (Analisis Jalur dari Model Analisis Fakor dengan Satu Faktor
Biasa)

Model faktor tunggal dalam (7-74) untuk 3 variabelspon menghasilkan

hubungan untuk dekomposisi korelasi yang diobservas
Py =Cort(2,,2,)= COV(piF F+p.&.peF+ pkgkgk): PP, 17k=1,2,3
dan persamaan determinasi lengkap

1=Var(z,)=Var(pe + P, &)= PZ + P2,
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Enam persamaan ini dengan mudah diselesaikan wdfiglen jalur dalam

bentuk korelasi yang diestimasi.

Contoh 8.4 memberikan matriks kovarian contohntsikidimensi tiga (of
turtle shells), yang mana kita menentukgn=r .951, §3 = .942, dan = .911.
dengan memngasumsikan faktor tunggal (prtumbuhamnetrabkan shell

dimensions, kita bisa menulis

A ™
951= Py Pyr
> AoaA oo
942= Py Pae jadi ('95]9)5:242) = Pir EZF glF Par [312|:
. 2F Mar
~/
911= P, Pyr

dan P, =.992. Juga pf, =1- p.017, dan p, =.129. Dengan cara yang

sama, P, =+/(959(.917/(.942 =.959, P,., =+1- (9597 =.283,
Ps =.950, dan p,, =.312. Semua koefisien jalur untuk faktur biasa adalah

besar dibandingkan koefisien jalur error. Ini maakan sebuah mekanisme sebab
akibat kuat jika model sebab akibat ini tepat. Taham, koefisien jalurp,,

hampir sama, walaupun, Z In(length) dipengaruhi lebih sedikit oleh F. Biam

jalur dengan koefisien jalur yang diestimasi ditdkgm berikut.

& 129
992 I3 83 Z
F £ \3{j Z,
.950 Z3

Untuk menyimpulkan, analisis jalur mengambil teeori substansif
untuk permintaan-permintaan sebab dan menggunakagrath jalur untuk
menemukan dekomposisi korelasi yang diobservaBatip pengaruh langsung
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dan tidak langsung. Koefisien-koefisien jalur mentbamenentukan pentingnya
pengaruh-pengaruh langsung dan tidak langsungnifegan analisis jalur akan

bergantung hubungan sebab akibat yang diasumsikan
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BAB Il
KESIMPULAN

MODEL REGRESI LINIER MULTIVARIAT

Kasus Univariat
Terdapat satu variable respon Y untuk sejumlah mlata
maka

Y 1z, - 7|5 &
Yz — 1 Zyy v Ly ﬂl &,

Yn 1 an Zﬂr :Br gn
model persamaanny¥ = Z [ + ¢
(1) (x(r+2) (r+1)x)  (nx1)

dengan metode kuadrat terkecil

penaksir :3=(Z'2)"Z'y

koefisien determinasiR? =22

Z(yj _7)2

i
interval kepercayaan ,52, +t (%) \/Var (,5’i )

Test Hipotesis

Ho: =0 (BB - )
H,: 8%0

> (5, -9

Statistik uj F=— SN
SSE/(n-r -1)

Dengan SSR= ([;"Z'y— nyz) SSE = (y'y—[a"z'y)
Kriteria tolak H, jika F >F,

(Rencerd;330)
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Kasus Multivariat
Misalkan untuk variable respon sebanyak 2 atalagat Y dan Y, dan 3
variabel predictor maka
YuYie| |1 Zu Zyp Zp||BoB o |€1£1
YaVe|_|1 Za Zn Zn||BuBu |€ £ .
Do : : Lo By :
Yu Yool |1 Zu Zz Zis)| BBzl & éno

jika teradapat m variable respon Y dan r varigiélictor z, maka terdapat

sejumlah persamaan model regresi :

Y, =But Bzt + B z tE,
Y, =Bt Bzt Bz tE,

Ym = ﬂOm +ﬂ1mzl+"'+ﬂmlzr + gm

dengane =[g,,¢,, ....&,| mempunyaiE()=0,  Var(e)=X

model Regresi Linear Multivariatnya adalah

Y = 7 + €
(em)  (x(r+1)) ((r+1)xm) ~ (nxm)
dengan E(g(i)) =0, Cov(g(i) , (k)) =g, 1k=12.m

dengan menggunakan penaksiran kuadrat terkecil

,é(z) "“,é(m)J

]

penaksir 3=(Z'Z)™zY dengan ,[;’:[,[;’(1)

A

dan Y=zB=27(Z2Z)'ZYdenganY = [Y(l)

()

N

residualnya adalale =Y -Y

dengan matrik kovariannys = £& = Y =28) (Y =2
n n

interval kepercayaan :

100(1- a )% confidence ellipsoid untul@ z, adalah

(/B‘Zo ‘320)( nz ]_l(ﬂ'zo ‘/3"20) <z,(zz)" ZOKMJ F o oerom )}

n-r-1 n-r—-m
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100(1-a )% interval kepercayaan simultan untikYy;,) = z;),[z’(i) adalah

Z(‘Vé(i) + \/(Mj Fm,n—r—m(a)\/zlo(zlz)_lzo( n _r: _15-“) i=12,...m

n-r—-m
Test Hipotesis
Hy: =0 (B.B, - B)
H,: 8%0

o |E| o Ao A
statistik ujiA =——— dengan E=YY-£ZY H=08ZY-nyy

|E+H|

kriteria Tolak H, jika A <A dimana m menunjukan banyaknya variable

a,mrn-r-1
Y, r menunjukan banyaknya variable Z.

Dalam tabel Wilks Lambda m menyatakan p, r menyatdk dan n-r-1
menyatakarvg

(Rencerd;344)
Konsep Regresi Linier
Untuk Kasus Univariat
Hy
Misalkan terdapaY, Z,, Z,, ...,Z, denganu =| &2 | dan

z
(rx1)

ngY) ZZY) '
_ X xr . _
s =| &) &) dimanao,, =| 0,,,, 0, ....0,, |
O, 2
zY Y74
(red)| (rxr)
prediktor liniernya adalah B,+BZ dengan

koefisien3=37 0y, By= 1y =Bk
memiliki mean square error yaitu

E(Y =B, =BZ) =E(Y =ty =02 255 (Z = 1£,))* =0y =0y 237 Oy
korelasi antara variabel terikat Y dengan predikiarer terbaiknya disebut

koeffisien korelasi multiple populasi yang dinokasi sebagai

! -1
UZY Z:ZZ UZY

Pz =T
Oy
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kuadrat dari koeffisien injof(z) disebut koeffisien determinasi populasi, nilaiidar
koeffisien korelasi adalah akar kuadrat positif ggéu 0< p, ,, <1.

Untuk Kasus Multivariat
Misalkan teradapat,,Y,, ... .Y, ,Z,.Z,, ... Z, berdistribusi N, (& 2)

Hy ZYY ZYZ
denganu= % danY = gxm) (mer)
(TX%.) (ernT) (errZ)

regresi dari vektor Y dalam Z adalah

Byt Bz=phy =Xy X33y + Xy X377 2= fhy + Ty 255 (2 17)
kuadrat harapan dan matriks cross produk untukreracadalah

EC(Y =5 =BZ)(Y = Bo=BZ) =Xz =L =Lz L2z Ly
berdasarkan sampel acak ukuran n, estimator maxitiketihood untuk fungsi

regresinya adalah
ﬁo"':éz:v"'S\(zSz_zl(Z_z)
dan estimator likelihood dak,,, adalah

A

-1 —1
Be =( 80 - 8,525,
Koeffisien Korelas Parsial

\ K, _Zvlz ZZ 4 _,uz)
Anggaplah pasangan kesalahan .
Y, ~ _ZYZZ 2 (Z- 1)
diperoleh dari menggunakan prediktor linier terbaik danY, hubungannya
ditentukan dari matrik kovarian kesalahah,, =>, =X, X5 >~
koeffisien korelasi parsial sampel adalah

—_ Shwz

N,z =
A Swz A S,z
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Analisisjalur

Tujuan analisis jalur (atau anadlisis persamaan kistral) untuk
menyediakan penjelasan yang logis dari korelasigyaiobservasi dengan
mengkonstruksi model hubungan sebab dan akibateavdsaiabel-variabel.

Analisis jalur berisi dua komponen utama: (1) déexgrjalur, dan (2)
dekomposisi korelasi yang diobservasi ke sejumidiuhgan koefisien jalur yang
mewakili jalur-jalur sederhana dan gabungan.

Korelasi antara Y dan masing-masing dapat di dekomposisi sebagai
berikut

Py :Corr(Y,Zk):Co er,,Zi,ij=Zpy,0.k, k=1,2,..,r
i=1 i=1

dan persamaan determinasi lengkap

r r

1=Var(Y) =Var(rz pZ + nge‘) =3 > PP Pyt P
i=1

i=1 k=1

=3 pE+2D. D Py Py Py * Py
i=1

i=1 k=i+1

Dari kedua persamaan tersebut kita dapat menenhésar koefisian jalur.
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