Ruang Norm

Sumanang Muhtar Gozali

UNIVERSITAS PENDIDIKAN INDONESIA

Definisi. Misalkan X suatu ruang vektor atas R . Norm pada X didefinisikan sebagai fungsi ||.||: X = R
yang memenuhi

N1.||x|]| =0

N2.|lx]| =0 ©x=0

N3. |lax]|| = |alllx]], VX € X,a €R
Na. [lx + yll < llx|l + llyll, vx,y €X

Kita dapat memandang fungsi norm ini sebagai perumuman dari konsep nilai mutlak di sistem bilangan
real. Nilai ||x|| dapat kita pandang sebagai panjang vektor x atau sebagai jarak antara vektor x dengan
vektor nol.

Dari sifat N4 kita dapat memperoleh ketaksamaan
xll = llylll < llx =yl N5.
Bukti. Perhatikan ketaksamaan
llxIl < llx = yIl + [yl
Iyl < llx = Il + [l
Ketaksamaan N5 ini berimplikasi pada kekontinuan norm, yaitu
Sifat. Pemetaan x — ||x|| bersifat kontinu .
Bukti. Misalkan € > 0, sebarang. Perhatikan bahwa berlaku
lx—yll<s=¢ = llxll - llylll <e
Contoh.

1. Misalkan X = R™, definisikan,
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n 2

il = <Z|xi|2>
i=1

2. X=4P,1 < p < oo, definisikan,
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p
Ixll, = (Zw)
i=1

3. X = £%, definisikan,
llxllo = suplx;|.
l

4. X = Cla, b], definisikan,

x|l = trerﬁ)lg]lx(t)l

» :
]l = ( j X()? dt)

Kekonvergenan & Kelengkapan

5. X = L?[a, b], definisikan

Definisi. Misalkan (X, ||.||) suatu ruang norm.

1. Barisan (x,) di X dikatakan konvergen jika terdapatx € X sehingga
lim||x, —x|| = 0.
n—-oo
2. Barisan (x,,) di X dikatakan Cauchy jika untuk setiap € > 0 terdapat N sehingga untuk
semua m,n > N berlaku
”xm - xn” <e&

Jika setiap barisan Cauchy di X adalah konvergen maka X dikatakan lengkap. Ruang-ruang R"™, £, ¢P
masing-masing adalah lengkap.



Sifat-sifat Ruang Norm

Teorema. Suatu subruang Y dari ruang Banach X adalah lengkap jika dan hanya jika Y tutup di X.
Bukti.

(=) Misalkan Y suatu subruang lengkap di ruang Banach X, dan (x,,) suatu barisan di Y yang konvergen
ke suatu elemen x. Jelas bahwa (x,,) suatu barisan Cauchy, karena Y lengkap maka haruslah x € Y. Jadi
Y tutup.

(<) Misalkan (x,,) suatu barisan Cauchy di Y. Karena X lengkap maka (x,,) konvergen ke suatu elemen
x € X. Karena Y tutup maka haruslahx €Y.

Kekonvergenan Deret.

Misalkan (x,,) suatu barisan di ruang norm X. Kita mendefinisikan barisan jumlah-jumlah parsial (s;,)
sebagai

Sp=x1+ -+ x
Jika (s,) — s, yaitu bahwa ||s,, — s|| = 0 maka kita katakan bahwa deret
(0.0)
Zxk =x1+x2 + -
k=1

konvergen. Jika ||x|| + [lx,|| + --- konvergen, maka deret semula dikatakan konvergen mutlak. Lebih
lanjut, kita mempunyai sifat berikut.

Sifat. Di ruang norm X berlaku bahwa kekonvergenan absolut berimplikasi konvergen jika dan hanya
jika X lengkap.

Bukti. (<)

Misalkan s, = YX_, x,, menyatakan jumlah parsial. Karena ¥<_, ||x, || konvergen, maka untuk sebarang
€ > 0 terdapat bilangan bulat p sehingga Y.7_,|[x, || < e. Selanjutnya, untuk semua k = p dan semua
bilangan bulat positif i, berlaku

Isksi = Skl = lxp1 + Xpg2 + o+ Xl < Mg Il + N2l + o+ lxpesill < e

Ini artinya, (s,) suatu barisan Cauchy di ruang Banach X, sehingga konvergen ke suatu unsur s € X.
Akibatnya, deret };7_; x,, konvergen ke s € X.

Lebih lanjut, karena ||sg|l < XK_1llxnll < X2, |1x, || maka untuk k — oo berlaku

oo
n=1

[ee)

< D Il
n=1

lIsll =

(=)???



Definisi. Misalkan (X, ||.||) suatu ruang norm. Barisan (e,,) disebut basis Schauder untuk X jika untuk
setiap x € X terdapat barisan skalar (a,,) yang tunggal sehingga berlaku

llx — (161 + -+ agzen)ll =0

Teorema. Misalkan (X, ||. ) suatu ruang norm. Maka terdapat ruang Banach X dan suatu isometric A
dari X ke subruang W yang padat di X. Ruang X ini tunggal kecuali terhadap isometric.

Ruang Norm Berdimensi Hingga

Lema. Misalkan {x, ..., X, } adalah himpunan bebas linier di ruang norm (X, ||.||). Maka terdapat
scalar ¢ > 0 sehingga untuk sebarang scalar a4, ..., a,, berlaku.

layxy + -+ apxyll = c(lag| + -+ |agl)
Teorema. Setiap ruang norm berdimensi hingga adalah lengkap

Bukti: Misalkan (x,,) suatu barisan Cauchy di ruang norm X yang berdimensi hingga, dan {eq, ..., e,,}
adalah basis untuk X. Setiap x,, mempunyai representasi tunggal

Xm = ai'eq + -+ ajte,.

Karena (x,,,) suatu barisan Cauchy maka untuk setiap € > 0, terdapat N sehingga untuk semua m,r >
N berlaku

n n
e> g — x|l = Z(a}n—ajr)ej 2c2|a}”—af .
j=1 j=1
Jika kita bagi dengan ¢ maka kita peroleh

| Mm

n
|“Jm_ jr| SZ|“Jm_ajr S
=

Hasil ini mengatakan bahwa (ajl, ajz

, ) suatu barisan Cauchy, untuk setiapj = 1, ..., n.
Oleh karena itu, (ocjl, ocjz, ) konvergen ke suatu elemen a;. Definisikan

X =a.eq + -+ ayey,.

Jelas bahwa x € X, dan berlaku

n n
e = xll = || (@ = @)es|| < e = ey [l
j=1 j=1

Karena a}” — a; maka kita peroleh (x,) — x.



Teorema. Setiap subruang berdimensi hingga Y (dari ruang norm ) adalah tutup.

Bukti: Misalkan (y;,,) suatu barisan di Y yang konvergen ke suatu elemeny. Karena (y,,) Cauchy dan¥
lengkap maka haruslahy € Y.

Definisi. Misalkan (X, ||.||) suatu ruang norm. Norm ||. || dikatakan ekuivalen dengan ||.||* jika
terdapat bilangan-bilangan positif a, b sehingga untuk semua x € X berlaku

allx[l* < |lxIl < bllx]I*
Teorema. Diruang norm berdimensi hingga sebarang dua norm adalah ekuivalen.

Bukti: Misalkan dim X = n, dan {ey, ..., e,} suatu basis untuk X. Untuk setiap x € X, mempunyai
representasi tunggal

X =a.eq + -+ aye,.
Berdasarkan lema, terdapat bilangan positif c sehingga
llxll = c(fay| + -+ lan D).
Dengan menggunakan ketaksamaan segitiga, kita peroleh
n n
lxllo < ) lag llsll, < e > lagl,
j=1 j=1

Dengan k = max;||e;|| . Oleh karena itu kita dapatkan = ||x||, < ||lx||. Dengan cara yang sama, kita
1€l Kk 1o

dapat memperoleh b sehingga ||x|| < b||x]l,.



