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1.  Calculate the first variation of the following functionals: 

a. dx
x

xu
xuxuA

1

0

2

2 )(
)()(  

Penyelesaian:  

, Bcs 222
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0
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Maka turunan variasi dari )(xuA  adalah )(2)(2)( xuxuxxuA xx . 

 

b. dx
x

xu
xxuxuA

2

32 )(
)(sin)(  

Penyelesaian:  

,  Bcs26sin22

262sin2

2sin2
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0
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dxuxuux

dx
x

u
xuxuA
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Maka turunan variasi dari )(xuA  adalah 

)(2)(6sin)(2)( 32 xuxxuxxxuxuA xxx . 

 

c. dx
x

xu
xuuA

2

2 )(
)()(  

Penyelesaian:  

,  Bcs
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0

2

2

0
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u
uuA

xxDxx
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Turunan variasi dari )(xuA  adalah )(2)(2)( xuxuxuA xx . 

 

d. dx
x

xu
xuuA

21

0

2

2 )(
)(sin)(  

Penyelesaian:  

dxudxu

dxuu

dxuu

dx
x

u
uuA
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)(sin

sin
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dxuuuu

dxudxuuu

dxuudxu

iv

xxxxxxx
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xxxxxxx

xxxxxxx
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1
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2)cos(22

22)cos(

 

Maka turunan variasi dari )(xuA  adalah )(2))(cos()( )( xuxuxuA iv

x . 

 

e. dx
x

xu
xuuA
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0

4 )(
)()(  

Penyelesaian:  

,  Bcs
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0
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Turunan variasi dari )(xuA  adalah )()(42)(4)(
53

xuxuxuxuA xxx
. 

 

f. dx
x

xu
xnuA

2

1
1

0

2)(
1)()(  

Penyelesaian:  

Persamaan untuk turunan variasi adalah 

u

L

xu

L
uA


)(  
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dimana L  adalah integrand dari functional dan 
x

xu
u

)(
 . Maka turunan variasi 

untuk soal no 1.f adalah  

2

3
2

2
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2

)(1

)()()(

)(1

)()(

)(1

)()(

)(1

)()(
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x
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x

 

 

g. dttqtqtqqA 322 )()(
2

1
)(

2

1
)(   

Penyelesaian:  

,  Bcs

)()()()(3)()(

)()(3)()()()()()(
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1
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A
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t

q
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 Turunan variasi dari )(qA  adalah )()()(3)(
2

tqtqtqqA   

 

h. dxxuxuxxuuA x

532 )()(sin)(
2

1
)(  

Penyelesaian:  
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,  Bcs

5)cos(

5)cos(

5)cos(

sin
2

1

sin
2

1
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43
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0
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2
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000

A

dxuuuxu

dxuuxdxuu
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u
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xxDxx

xxDxx
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Turunan variasi dari )(xuA  adalah )()(5)(cos)(
43 xuxuxuxxuA xx

 

 

 

2. Light rays, Fermat’s principle. 

According to Fermat, the trajectory of a light ray between two points is such that the 

time required time is as small as possible. The propagation speed of light depends 

on material properties, which is expressed by co/n where co is the speed in vacuum 

(which is maximal), and n>1 is the so called index of refraction, characteristic for the 

material. 

For trajectories, for simplicity described as graphs of functions ( )x y x . The total 

time between points is 

2( , ) 1 x

D

n x y y dx                        …(*) 

this is also often called the optical pathlength. Note that this functional can also be 

given very different interpretations, depending on the meaning of n . 

a. Write down the Euler-Lagrange equations. 

b. Determine the optimal trajectory in case n  does not depend on x  explicitly. 

Then use ‘energy conservation’ to study trajectories. 

c. Consider the special cases yn  and 
y

n
1

 for which the trajectories can be 

expressed explicitly. 

 

Penyelesaian: 
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a. Misalkan 

D

x dxyyxnyA 21),()(  

Turunan variasi dari )(yA : 

dx
y

yyxn

x
y

y
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y
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dx
y

y
yxn
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D
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Persamaan Euler-Lagrange : 

0
1

.),(
1
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2

2
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x
y

y
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x
x  
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Persamaan terakhir disederhanakan menjadi: 

0)(1)(1 22 yynynyn xxxxxxy
 

 

b. Dalam kasus ),( yxn tidak begantung secara eksplisit pada x , maka 0
),(

x

yxn
, 

sehingga persamaan Euler-Lagrange menjadi 
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0
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21 0y x xxn ( y ) n y  

2
0y y x xxn n y n y  

Trajectory (solusi) dari persamaan diferensial di atas, berupa kurva kuadratik. 

 

 

c. – Untuk kasus )(xyn    

Berdasarkan no 8.a maka persamaan Euler-Lagrange untuk kasus ini  adalah: 

0
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3
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Dengan menggunakan program Maple (terdapat pada lampiran) solusi dari 

persamaan differensial tersebut adalah 

konstantaadalah  dan   dimana  ,
2

1
)( 21

1

22

211

211

cc
eec

ee
xy

ccxc

ccxc

 

Dengan mengambil nilai awal 0)0(dan  1)0( xyy  diperoleh solusi : 

x

x

e

e
xy

2

1
)(

2

 

dan gambar solusi dari persamaan diferensial tersebut (trajectory) adalah 

 

Light Rays di dalam medium dengan fungsi )(),( xyyxn  adalah berupa kurva 

kuadratik. 
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- Untuk kasus 
)(

1

xy
n  

Berdasarkan no 8.a maka persamaan Euler-Lagrange untuk kasus ini : 

0

111
1

1

2

3
2

2

222

2

2

2

yy

yy

yy

y

yy

y
y

y
x

xxx

x

xx

x

x

x  

Dengan menggunakan program Maple (terdapat pada lampiran) solusi dari 

persamaan differensial tersebut adalah 

,22)(dan   ,22)( 21

2

221

2

1 cxcxxycxcxxy  

konstanta.adalah  dan 21 cc  

Dengan mengambil nilai awal 1)0(dan  0)0( xyy  diperoleh solusi: 

 12)( 2 xxxy  

Gambar trajectory dari persamaan diferensial tersebut adalah  

 

Light rays di dalam medium dengan 
)(

1
),(

xy
yxn  berupa kurva parabola 

(kuadratik). 

 

3. Boussinesq type of equations. 

Surface waves (in one horizontal direction x ) that decay at infinity ( x ) can be 

described in terms of the wave height ),( txp  and a velocity ),( txu  in the following 

form (a Hamiltonian system): 

),(

,),(

puHp

puHu

uxt

pxt
                                  …(i) 

For a suitable functional (the Hamiltonian) ),( puH . 

a. Describe the equations in full detail when the Hamiltonian is given by the 

following functional  
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dxuuphgppuH x

222

3

1
)(

2

1

2

1
),(  

(This set of equations are the linearized equations). 

b. In another case (shallow water, no dispersion, but nonlinear), the equations are 

of the form  

)

,
2

1 2

puup

ugpu

xt

xt
 

Where  is constant. Determine the value of  such that this system of 

equations is a Hamiltonian system of the form (3,4) given above. 

c. Show that the equations have the horizontal momentum as constant of the 

motion 

dxxpxu )()(  

 

Penyelesaian: 

a. Hamiltonian:  dxuuphgppuH x

222

3

1
)(

2

1

2

1
),(  

 Akan ditentukan ),( puHu  

dxuphuphuphuph

dxuphuphuphdxuph

dxpuphdxuph

dx
x

u
uphgppuH

xxxxx

ax

b

x

xxxxx

ax

b

x

xx

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

3

1

2

1

2

1
,

0

2
22

0

maka uphuphuphpuH xxxxxu
3

1

3

1
),(  

 

 Akan ditentukan ),( puHp  
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dxuugp

dxuudxgp

dxuuphpgpuH

x

x

x

22

22

0

222

0

3

1

2

1

3

1

2

1

3

1

2

1

2

1
,

 

Maka 
22

3

1

2

1
),( uugppuH xp  

 

Sehingga sistem (i) menjadi  

uphuphuphp

uugpu

xxxxxxt

xxt

3

1

3

1

,
3

1

2

1 22

 

Yang ekuivalen dengan : 

   

1

3

1 2

3 3

1

3

t x x x xx

t x x x xx xx x x x xx

xxx

u g p u u u u ,

p u h p h p u h p u h p u

h p u

 

 

b. Akan ditentukan  sehingga 
2

2

1
),( ugppuHp  dan puupuHu ),(  

dxugp

dxugppuHp

2

2

2

1

2

1
),,(

  

Untuk memperoleh ),( puH , integralkan  dxugp 2

2

1
 terhadap p . 

u dari fungsiadalah  )( dimana     ,)(
2

1

2

1

2

1
),(

22

2

ujdxujpugp

dpdxugppuH
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dxjup

dxjpu

dxujpugppuH

u

u

0

22

0

)(
2

1

2

1
,

 

Maka juppuH uu ),(  

Karena diketahui upupuHu ),(   maka 
2

2

1
)(dan    1 uuj   

Diperoleh dxpugppu )1(
2

1

2

1
),(Hn Hamiltonia fungsidengan    1 22

 

 

c. Horizontal momentum 

Berdasarkan no.8b diperoleh bahwa 

xxxt

xxt

puupup

uugpu
 

Akan ditunjukkan 0),(),( dxtxptxu
dt

d
 

dxupugp

dxupuupgp

dxupuupupuugp

dxpupu

dx
dt

txptxud
dxtxptxu

dt

d

x

xxx

xxxxx

tt

222

2

2

1

2

1

),(),(
),(),(

 

 


