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LECTURE 2



Operasi-Operasi Pada Graph

� Union

Misal G dan H adalah dua graph yang saling asing. 
Union G∪H adalah graph dengan V(G∪H)=V(G) ∪V(H) 
dan E(G∪H)=E(G) ∪E(H).

� Join
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� Join
Join dari dua graph G dan H yang saling lepas, ditulis 
G+H, adalah graph yang diperoleh dari G∪H dimana 
setiap simpul di G adjacent dengan setiap simpul di H 
demikian juga sebaliknya. Dengan kata lain, jika G dan 
H masing-masing mempunyai m dan n simpul, kita harus 
menambahkan sisi sebanyak mn pada graph G∪H.



Operasi-Operasi Pada Graph
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Operasi-Operasi Pada Graph

� Penghapusan
Jika v adalah simpul di G, graph G-v adalah 
graph yang diperoleh dari G dengan 
menghapus v dan semua sisi yang incident 
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menghapus v dan semua sisi yang incident 
dengan v.

Jika e adalah sisi di G, graph G-e adalah 
graph yang diperoleh dari G dengan 
menghapus sisi e



Operasi-Operasi Pada Graph
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Graph Garis (Line graph)

Graph garis G=(V,E), ditulis L(G) adalah graph 
pada E yang mana x,y∈E adjacent sebagai 
simpul jika hanya jika keduanya adjacent 
sebagai sisi di G. 
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Kontraksi Sisi (Edge Contraction)

Misal uv adalah sisi di G. Graph G/uv adalah graph yang 
diperoleh dari G dengan menghapus u dan v dan diganti 
dengan sebuah simpul baru dengan tetap 
mempertahankan incidency antara u dan v.
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Pohon (Tree)

� Tree (pohon) adalah graph tak berarah 
terhubung yang tidak memuat sirkuit.

� Jika sebuah graph terdiri dari beberapa 
komponen dan tiap-tiap komponen merupakan 
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komponen dan tiap-tiap komponen merupakan 
pohon, maka graph tersebut disebut hutan
(forest)



Beberapa sifat pohon

a. Setiap pohon mempunyai paling sedikit 2 simpul 
akhir.

b. Penghapusan sembarang sisi pada pohon akan 
menyebabkan graph menjadi tidak terhubung.
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c. Diberikan sembarang simpul x dan y dari suatu 
pohon, maka terdapat x-y path yang tunggal.

d. Sebuah pohon dengan n simpul mempunyai (n-1) 
sisi.



Beberapa sifat pohon
Bukti sifat (d): menggunakan induksi pada jumlah simpul.
Untuk n=1, pohon tersebut adalah K1 sehingga banyaknya sisi ada 
nol. Jadi teorema benar untuk n=1.
Misal teorema dianggap benar untuk n=k,yaitu banyaknya sisi dari 
pohon dengan k simpul ada (k-1).
Akan dibuktikan teorema benar untuk n=(k+1).
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Akan dibuktikan teorema benar untuk n=(k+1).
Misal T adalah pohon dengan (K+1) simpul. Misal v adalah suatu 
simpul akhir dari T yang adjacent dengan simpul u. Misal T’ adalah 
sebuah pohon yang diperoleh dari T dengan menghapus v, maka T’ 
mempunyai k simpul. Berdasar hipotesa induksi, T’ mempunyai (k-
1) sisi. Tambahkan sisi uv pada T’. Maka banyaknya simpul pada T’ 
menjadi (k+1) dan banyaknya sisi juga bertambah satu menjadi (k-
1)+1 = k. terbukti



Beberapa sifat pohon
Teorema 1 : Setiap pohon T=(V,E) dengan V≥ 2,mempunyai 
paling sedikit 2 simpul berderajat satu. 
Bukti:
Misal banyaknya simpul T adalah n, maka E(T)= (n-1). Akibatnya,

Σdeg(v) = 2E(T)= 2(n-1)
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Σdeg(v) = 2E(T)= 2(n-1)
Karena T terhubung maka deg(v)≥1untuk setiap v∈V(T). Andaikan T 
mempunyai simpul berderajat satu kurang dari 2, maka deg(v)≥2 
untuk setiap v∈V(T) atau deg(w)=1 untuk sebuah simpul di T. 
Untuk kasus 1:deg(v)≥1untuk setiap v∈V(T) berlaku:

Σdeg(v) = 2(n-1) ≥2V=2n  (kontradiksi)
Untuk kasus 2: deg(w)=1 untuk sebuah simpul di T berlaku:

Σdeg(v) = 2(n-1) ≥1+2(n-1)  (kontradiksi)
Terbukti.



k-Deficient Vertex

� Suatu simpul v dari  suatu spanning tree T 
pada graph G disebut k-Deficient jika derajat 
dari simpul tersebut memenuhi persamaan:

deg (v)-deg (v)=k
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degG(v)-degT(v)=k
Bilangan bulat k diatas disebut deficiency
dari v.



k-Deficient Vertex
�Teorema 2: Misal G adalah graph terhubung dengan n simpul dan 
q sisi, maka jumlah deficiency  simpul dari suatu spanning tree dari 
G adalah 2(q – n + 1).
Bukti:
Misal T adalah spanning tree dari G. Karena deficiency dari simpul 
v∈V(T) adalah deg (v)-deg (v), maka jumlah dari deficiency simpul-
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v∈V(T) adalah degG(v)-degT(v), maka jumlah dari deficiency simpul-
simpul di T dapat diperoleh dengan cara menambah derajat –
derajat dari simpul-simpul  di G dan kemudian dikurangi jumlah 
derajat simpul di T. Jumlah derajat dari simpul di G adalah 2q. 
Karena T mempunyai (n-1) simpul, maka jumlah derajat simpul T 
ada 2(n – 1). Jadi jumlah deficiency  simpul di T ada:

2q - 2(n – 1) = 2(q – n + 1)



Spanning Tree (Pohon Rentang)

� Spanning Tree (Pohon Rentang) adalah 
pohon yang memuat semua simpul dari suatu 
graph.

� Karena pohon dengan n simpul memuat (n-1) 
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� Karena pohon dengan n simpul memuat (n-1) 
sisi, maka untuk mendapatkan spanning tree 
dari suatu graph terhubung G dengan n 
simpul dan q sisi dilakukan dengan cara 
menghapus (q-n+1) sisi.



Spanning Tree (Pohon Rentang)
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Minimum Spanning Tree

� Jika G adalah graph berbobot, maka bobot pohon 
rentang T dari G adalah jumlah semua bobot dari 
sisi di T.

� Pohon rentang yang berbobot paling minimum 
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diantara pohon rentang yang lain disebut minimum 
spanning tree (pohon rentang minimum).

� Algoritma untuk mencari MST:
- Algoritma Prim
- Algoritma Kruskal



PRIM ALGORITM

Misal G adalah graph dengan n simpul. T 
pohon dalam G.
� T = { }
� Ambil sisi dalam G yang berbobot paling 
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� Ambil sisi dalam G yang berbobot paling 
minimum, masukkan ke T.

� Pilih sisi (u,v) yang berbobot minimum dan 
incident dengan simpul di T tetapi tidak 
membentuk sirkuit . Tambahkan (u,v) ke T.

� Ulangi langkah 2 sebanyak n-2 kali.



KRUSKAL ALGORITM

Misal G adalah graph dengan n simpul. T 
pohon dalam G.
� Urutkan sisi dalam graph berdasarkan bobotnya 

(dari bobot terkecil ke bobot yang terbesar).
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(dari bobot terkecil ke bobot yang terbesar).
� T = { }
� Pilih sisi (u,v) dengan bobot minimum yang tidak 

membentuk sirkuit di T. Tambahkan (u,v) ke dalam 
T.

� Ulangi Langkah 3 sebanyak (n -2) kali



MINIMUM SPANNING TREE 
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MST graph diatas adalah sbb:
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Latihan Soal

1. Sebuah pohon mempunyai 50 simpul. 
Berapa banyak sisi dari pohon tersebut

2. Tunjukan bahwa jika suatu forest F terdiri 
dari c pohon dan banyaknya simpul forest 
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dari c pohon dan banyaknya simpul forest 
tersebut ada n, maka banyaknya sisi F ada 
n – c

3. Buktikan bahwa jika T1 dan T2 masing-
masing pohon dengan n1 dan n2 simpul, 
maka join T1+T2 mempunyai (n1+n2) simpul 
dan (n1+1)(n2+1) – 3 sisi



SHORTEST PATH

� Graph yang digunakan adalah graph bobot. 
Bobot biasanya merepresentasikan jarak, 
waktu, atau biaya.

� Tujuan: Meminimumkan bobot.
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� Tujuan: Meminimumkan bobot.
� Algoritma yang digunakan: Algoritma Dijkstra.



SHORTEST PATH (SOME 
VERSIONS)

Beberapa macam persoalan lintasan terpendek:
� Lintasan terpendek antara dua buah simpul.
� Lintasan terpendek antara semua pasang 

simpul.
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simpul.
� Lintasan terpendek dari satu simpul ke 

semua simpul yang lain.



ALGORITMA DIJKSTRA

Misal lintasan terpendek dari A ke setiap simpul yang lain.

1. Buat L(A) = 0, L(v) = d(A,v) ∀v dengan d(a,v) adalah bobot 
sisi yang menghubungkan simpul A dengan v.

2. T = V – {A}

3. While x∈T do
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3. While x∈T do
begin
3.1 Cari semua simpul yang adjacent dengan A, sebut y
3.2 Hitung L(y) = min{L(y), L(A) + d(A,y) }
3.3 Cari simpul dalam T dengan label terendah, sebut p
3.4 T = T – {p}
3.5 Anggap p sebagai A
end



SHORTEST PATH (an Example)

Jarak terpendek dari 1 ke setiap simpul yang lain:
7
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• Iterasi 2: Pilih simpul 2
L(1) = 0 L(3) = min{6,L(2)+d(2,3)} = 5
L(2) = 4 L(4) = min{8,L(2)+d(2,4)} = 8
T = {3,4,5,6,7} L(5) = min{∞,L(2)+d(2,5)} = 11

L(6) = ∞
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• Iterasi 1:
L(1) = 0 L(2) = 4
T = {2,3,4,5,6,7} L(3) = 6

L(4) = 8
L(5) = ∞
L(6) = ∞
L(7) = ∞
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L(6) = ∞
L(7) = ∞

• Iterasi 3: Pilih simpul 3
L(1) = 0 L(4) = min{8,L(3)+d(3,4)} = 7
L(2) = 4 L(5) = min{11,L(3)+d(3,5)} = 10
L(3) = 5 L(6) = min{∞,L(3)+d(3,6)} = 9
T = {4,5,6,7}         L(7) = ∞



SHORTEST PATH (an Example)
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• Iterasi 4: Pilih simpul 4
L(1) = 0 L(5) = min{10,L(4)+d(4,5)} = 10
L(2) = 4 L(6) = min{9,L(4)+d(4,6)} = 9
L(3) = 5 L(7) = ∞
L(4) = 7    
T = {5,6,7} 
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4 6
8

5

8
T = {5,6,7} 

• Iterasi 5: Pilih simpul 6
L(1) = 0 L(5) = min{10,L(6)+d(6,5)} = 10
L(2) = 4 L(7) = min{∞,L(6)+d(6,7)} = 17
L(3) = 5 
L(4) = 7
L(6) = 9
T = {5,7}



SHORTEST PATH (an Example)
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• Iterasi 6: Pilih simpul 5
L(1) = 0 L(7) = min{17,L(5)+d(5,7)} = 16
L(2) = 4
L(3) = 5
L(4) = 7
L(6) = 9

26

4 6
8

5

2

8
L(6) = 9
L(5) = 10  
T = {7} 
• Iterasi 7: Pilih simpul 7
L(1) = 0 T = { }
L(2) = 4
L(3) = 5 
L(4) = 7
L(6) = 9
L(5) = 10
L(7) = 16
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