Catatan Kuliah EL 243 Analisis Numerik

BAB 1

HAMPIRAN TAYLOR DAN ANALISIS
GALAT

1.1 Pengantar Metode Numerik

Ketika kita menyelesaikan persamaan-persamaan matematika di mana teorema-teoremanya masih
dapat diterapkan, solusi analitik atau solusi eksak dapat Kita peroleh. Sebagai contoh, perhatikan
soal-soal berikut.

(1) Cari akar-akar persamaan: x* — 4x + 3 = 0!

(2) Tentukan nilai x dan y yang memenuhi sistem persamaan berikut.
2x+3y=8
5x-2y=1

1
(3) Hitung integral berikut: Ixzdx.
0

(4) Tentukan solusi umum persamaan diferensial berikut.

dy
2+ ky=0
dx+ y

Persoalan di atas dengan mudah dapat dipecahkan secara analitik. Dengan menggunakan metode
pemfaktoran atau rumus abc, akar-akar persamaan pada soal (1) adalah x = 1 dan x = 3. Dengan
metode substitusi atau metode Cramer, solusi soal (2) adalah x = 1 dan y = 2. Teorema dasar

1
1
kalkulus akan membawa pada jawaban eksak soal (3), yakni Ixzdx:g. Sementara itu,
0

y = Asin kx merupakan salah satu solusi umum persamaan diferensial pada soal (4).

Permasalahan muncul ketika metode analitik tidak lagi mampu memecahkan persoalan matematis
yang lebih rumit. Sebagai contoh, perhatikan soal-soal berikut.

(1) Cari akar-akar persamaan: X +x=0

(2) Tentukan solusi dari sistem persamaan linier berikut.
2p+3g—-r+4s+2t =2
dp-2q+3r—2s-t =5
3p+g—2r—-3s+7t=6
p+2q+3r—6s+4t=38
5p+3q-10r—-s+t=6

1
(3) Hitung integral berikut: Ie’xzdx.
0

(4) Tentukan solusi persamaan diferensial berikut.

y

+2y"-y'+xy =e”.
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Persoalan-persoalan ini sulit untuk dipecahkan secara analitik karena tidak ada teorema-teorema
matematis yang mendukung. Akan tetapi, persoalan-persoalan itu bukan berarti tidak dapat
dipecahkan. Persoalan-persoalan di atas dapat dipecahkan dengan metode numerik.

Metode numerik adalah teknik yang digunakan untuk merumuskan persoalan-persoalan matematis
sehingga dapat dipecahkan dengan operasi aritmetika biasa (tambah, kurang, kali, dan bagi).
Secara harfiah, metode artinya cara, sedangkan numerik artinya angka. Jadi, metode numerik
secara harfiah adalah cara berhitung menggunakan angka-angka.

Berbeda dengan metode analitik yang selalu menghasilkan solusi eksak dan dapat dinyatakan
dengan persamaan matematis, metode numerik menghasilkan solusi berupa angka yang merupakan
hampiran atau pendekatan. Solusi hampiran ini jelas tidak sama dengan solusi eksak. Akan tetapi,
kita dapat mencari solusi hampiran sedekat mungkin dengan solusi eksaknya. Dengan kata lain,
selisih antara solusi hampiran dengan solusi eksak dibuat sekecil mungkin. Selisih antara solusi
hampiran dan solusi sejati disebut galat atau kesalahan.

Beberapa persoalan yang dapat dipecahkan menggunakan metode numerik adalah menentukan
solusi persamaan nonlinier, sistem persamaan linier multivariabel, diferensial, integral, interpolasi,
regresi, dan persamaan diferensial.

1.2 Hampiran Taylor untuk Fungsi

Sebuah fungsi dapat diekspansikan menjadi polinomial orde ke-n yang dikenal sebagai deret
Taylor. Deret ini didefinisikan sebagai berikut.

Misalnya f adalah sebuah fungsi yang semua orde turunannya (f’, >, f>°, ...) berada dalam
interval (a-r, a+r) maka
n mni (n)
f(x)="f(a)+ f'(a)(x—a)+%(x—a)z +¥(x—a)3 +..+ f '(a) (x—a)"
! ! n!

Deret Taylor untuk a = 0 disebut deret Maclaurin, yakni

0= @+ FOxs Dy TMO o, OO
2 3 n!

CONTOH 1

Ekspansikan f(x) =sinx ke dalam deret Maclaurin! Kemudian hitung nilai sin(0,2)
menggunakan deret ini dengan n = 5!

Penyelesaian

f (X) =sinXx - f(0)=0
f'(X) = cos x - f'(0)=1
f"(xX)=-sinx - f"(0)=0
f"'(x) =—cos x - f"'0)=-1
f ™ (x) =sin x - f™0)=0
f “(x) = cos x - f¥(0)=1
f 7 (x) = —sin x - f(0)=0
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f " (x) = —cos x — f(0)=-1
dan seterusnya.

Sesuai dengan rumus deret Maclaurin diperoleh

3 X5 X7

SiNX=X—-—+—-—+
3 5 7
Selanjutnya

3 5
5in(0,2) = 0,2 —% +% —0,19866933

CONTOH 2

Ekspansikan f (x) =e* ke dalam deret Maclaurin! Kemudian hitung e®* menggunakan deret ini
dengan n =4l

Penyelesaian

f(x)=e" - f(0)=1
f'(x)=¢" - f'(0)=1
fr'(x)=e" - f'0)=1

dan seterusnya.

Sesuai dengan rumus deret Maclaurin diperoleh

2 3 4
X

e =1+X+—+—+—+...
203 4

Selanjutnya,

e’ =1+0,2+

2 3 4
©2) 02, 02 1214
2 4

3!

Berikut beberapa deret Maclaurin penting dan interval konvergensinya.

1
1. — =14+ X+ X2+ X +..., ~1<x<1
1-x
2 3 4
X° x> X
2. InA+x)=x——+—-——+..., -1<x<1
2 3 4
2 3 X4
3. =l X+ —+—+—+..., semua x
20 3 4
3 X5 X7
4, SiNX=X——+———+..., semua X
33 5 7
2 4 6
x* X
5 cosX=1l-—+———+..,, semua x
21 41 ¢
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6. (L+x)" =1+ px+ -1<x<1

p(P-1) o, P(P-D(P-2) s,
2! 3

(Deret binomial, p bilangan riil).

1.3 Analisis Galat

Analisis galat merupakan hal penting dalam analisis numerik. Galat berkaitan dengan seberapa
dekat solusi hampiran terhadap solusi eksaknya. Semakin Kkecil galat, semakin dekat solusi
hampiran terhadap solusi eksaknya, atau, dengan kata lain, semakin teliti solusi numerik yang
diperoleh. Galat dalam metode numerik disebabkan oleh dua hal, yaitu galat pembulatan (round off
error) dan galat pemotongan (truncation error).

Secara matematis, jika x adalah solusi hampiran dan x, adalah solusi eksak, galat dinyatakan oleh
e=X, —X

Galat Mutlak Galat dapat bernilai positif atau negatif. Jika tanda galat tidak dipertimbangkan,
galat mutlak didefinisikan sebagai

&= %, = x|

Ungkapan galat menggunakan rumus di atas kurang begitu bermakna karena tidak menunjukkan
secara langsung seberapa besar galat itu dibandingkan dengan nilai eksaknya. Sebagai contoh, jika
nilai eksaknya xo = 10 dan nilai hampirannya x = 10,2, galat mutlaknya adalah 0,2. Galat yang
sama akan diperoleh jika xo = 8 dan x = 7,8. Ketika seseorang melaporkan hasil perhitungannya
0,2, tanpa menyebutkan nilai eksaknya, kita tidak mendapatkan informasi yang lengkap.

Galat Relatif Istilah galat relatif muncul untuk menghindari salah interpretasi terhadap nilai galat.
Galat relatif didefinisikan sebagai

e =2 x100%
XO

Akan tetapi, dalam metode numerik, kita tidak mengetahui nilai sejatinya sehingga sulit untuk
mendapatkan galat relatif ini. Untuk mengatasi hal tersebut, galat dibandingkan dengan nilai
hampirannya (disebut galat relatif hampiran), yaitu

e, = = x100%
X
Galat pada Hampiran Taylor

Formula Taylor dengan sisa ditulis sebagai berikut.

f(x)=f(a)+ f'(a)(x—a)+%(x—a)2 +...+%(x—a)n +R,(X)

=P (x)+R,(x)
dengan P, (X) adalah hampiran Taylor untuk fungsi dan R, (x) adalah galat atau sisanya, yakni
P(x)="f(a)+ f‘(a)(x—a)+%(x—a)2 +...+%(x—a)n
dan
R0 = ey
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CONTOH 3

Cari €°® dengan galat kurang dari 0,001.
Penyelesaian

Deret Maclaurin untuk e* adalah

2 3 X4 Xn

e =1+X+—+—+—+..+—
20 3 4 nl

dan sisanya adalah

c

n( ) — f (n+l) (C) Xn+l — e Xn+l
(n+1)! (n+1)!

maka

&m@=a§ﬁmam

dengan 0 < ¢ < 0,8. Tujuan kita adalah memilih n sebesar mungkin sehingga |R.(0,8)| < 0,001.
Selanjutnya, karena ¢ <0,8, e°<e”® <e < 3dan (0,8)™" < (1)"" sehingga

R, (08) < —— @)t = >
(n+1)! (n+1)!
Karena galat yang diinginkan kurang dari 0,001 atau |R,(0,8)] < 0,001 maka
3 < 0,001
(n+1)!

dan dipenuhi jika n > 6 (Buktikan dengan menggunakan kalkulator). Oleh karena itu, e*® dapat
dihampiri oleh deret Maclaurin orde 6 sebagai berikut.

08 (08" , 08" (08" , (08

e’® =1+0,8+
2! 3l 41 5l

= 2.2254948

SOAL-SOAL LATIHAN (PR 1)

Gunakan deret Maclaurin orde 4 untuk mendekati nilai-nilai berikut. Bandingkan hasilnya dengan
hasil kalkulator.

1. e0,24

2. 4112

3. ¢c0s(0,12)
4. In(112)

5 1
0,88
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