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MODUL 5
INTEGRAL LIPAT DAN PENGGUNAANNYA

Satuan Acara Perkuliahan Modul 5 (Integral Lipat dan Penggunaannya) sebagai berikut.

Pertemuan
ke-

Pokok/Sub Pokok
Bahasan

Tujuan Pembelajaran

1

Integral Lipat
Integral Lipat Dua

Mengubah Urutan
Pengintegralan

Integral Lipat Tiga

Mahasiswa diharapkan mampu:

menghitung integral lipat dua dengan menggunakan
integral

berulang. Hf X,y dA= J:[ff X, Y dy}dx
R

menggunakan interpretasinya untuk menentukan
masalah real seperti penentuan volume benda pejal.
memahami daerah pengintegralan yang lebih umum
dan menentukan batas-batasnya.

menuliskan integral lipat dua sebagai integral
berulang.

f xy dA= [ “fox d}d
'F[J' X,y dA J:J:fx X,y dy |dX atau
_S[_[f X,y dA= f[f:: fxy dx}dy.

melakukan perubahan urutan pengintegralan dari
dxdy menjadi dydx atau sebaliknya,

menggunakannya untuk menentukan masalah real
seperti penentuan volume benda pejal dan sejenisnya.

menghitung integral lipat tiga menggunakan integral
berulang,

menggunakan integral lipat tiga untuk menentukan
volume benda.

Integral Lipat
Transformasi
Integral Lipat Dua
pada Koordinat
Polar

Mengganti Peubah
Integral;
Transformasi

Mahasiswa diharapkan mampu:

memahami daerah pengintegralan dalam koordinat
polar/kutub dan menentukan batas-batasnya.
menuliskan integral lipat dua sebagai integral berulang

_”f X,y dA= _”f rcosd,rsind rdrdd.
R R

melakukan transformasi integral dari koordinat
Cartesius ke koordinat polar dan sebaliknya

J.J.f X,y dxdy = ”f rcosé,rsind rdrdé
R R

mentransformasikan satu ke satu pada daerah S di
bidang-uv ke daearah D di bidang-xy dengan
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Jacobi persamaan berbentuk: x = g(u,v), y = h(u,v).
= menentukan determinan Jacobi
= mentransformasikan integral menggunakan
transformasi Jacobi dengan formula:
jjf(x, y)dxdy = J]f(g(u,v),h(u,v))|J(u,v)|dud
S
3 Integral Lipat Mahasiswa diharapkan mampu:
Transformasi = mengubah koordinat dari koordinat ruang ke koordinat
Integral Lipat Tiga bola atau sebaliknya
pada Koordinat = mentransformasikan integral lipat tiga dalam koordinat
Bola ruang menjadi koordinat bola dan menghitungnya
Transformasi = mengubah koordinat dari koordinat ruang ke koordinat
Integral Lipat Tiga tabung atau sebaliknya
pada Koordinat = mentransformasikan integral lipat tiga dalam koordinat
Tabung ruang menjadi koordinat tabung dan menghitungnya
4 Integral Lipat Mahasiswa diharapkan mampu:
Penggunaan =  mampu menggunakan integral lipat dua untuk
Integral Lipat menyelesaikan berbagai masalah seperti penentuan
pusat massa, volume, momen inersia, dan sebagainya.
=  mampu menggunakan integral lipat tiga untuk
menyelesaikan berbagai masalah seperti penentuan
pusat massa, volume, momen inersia, dan sebagainya.
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5.1 Integral Lipat Dua
5.1.1 Integral Lipat Dua Pada Bidang Segiempat

Perhatikan Gambar 5.1. Proyeksi kurva permukaan Z = f (X, y) pada bidang xoy adalah daerah
pengintegralan D. Jika daerah pengintegralannya berupa bidang segiempat dengan a < X <b dan
c<y<d,secaraumumditulis: D ={(x,y)|a<x<b, c<y<d}.

Gambar 5.1

Pengintegralan (X, y) terhadap daerah D ={(X,y)|a<x<b, c<y<d} dinyatakan
sebagai integral berulang sebagai berikut:

d

j j f(x, y)dA= j f (x, y)dydx

D a

Catatan: Ketika mengintegralkan terhadap x, anggap y konstanta. Demikian pula, ketika
mengintegralkan terhadap y, anggap x konstanta.

CONTOH1  Hitung _U(Zx+ y)dA dengan D ={(x,y)|0<x<2 0<y<1}.
D
Penyelesaian

Integralkan dulu bagian dalam terhadap y (anggap x konstanta), hasilnya kemudian integralkan
terhadap x.

”(ZX +y)dA= ]‘]‘(ZX + y)dydx

D

2 2
= 'f[2xy +1y?Tdx = j(2x +1)dx=[x*+1x]> =5
0 0
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32

CONTOH2  Hitung [ [(x*y + xy®)dxdy .
01

Penyelesaian

32 3
[ oy +xy?)dxdy = [[5x°y +5x*y* i dy
01 0

3
= [By+3y My =[2y* +5y°T; = 24
0

Interpretasi geometris integral lipat dua ”f (X, y)dA adalah volume bangun di bawah
D

permukaan zZ = f (X, y) yang berada di atas bidang D. Jika f (X, Yy) =1, integral tersebut

( ”dA] sama dengan luas bidang D.
D

CONTOH 3 Tentukan volume bangun di bawah permukaan z =4 — — y2 yang berada
diatas bidang D ={(x,y)|0<x <1 0<y<1}.

Penyelesaian

Bangun di bawah permukaan Z =4 — — y2 yang berada di
atas bidang D ={(x,y)|0<x <1, 0<y <1} adalah seperti
pada Gambar 5.2 di samping. Volume bangun tersebut adalah

V= [[a-x*-y*)dA= 1jlj(4—x2 — y?)dydx

1 1
= [l4y - Xy -3 y°Tidx = (& ~x*)x
0 0

Gambar 5.2

5.1.2 Integral Lipat Dua Pada Bidang Bukan Segiempat

Daerah pengintegralan dapat berupa bidang sebarang (bukan segiempat), seperti diilustrasikan
pada Gambar 5.4. Untuk kasus seperti ini, kita dapat mengambil batas pada sumbu-x konstanta,
sedangkan batas pada sumbu y sebagai fungsi dari x atau sebaliknya. Pada Gambar 5.4(a), daerah

pengintegralan adalah D ={(X,y)|a<x<b, a(x) <y < B(x)}. Sementara itu, pada
Gambar 5.4(b), daerah pengintegralan adalah D ={(X,y) | 7(y) < x<5(y), c<y<d}.
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y y
7(y) o(y)
B(X)
d L - - =
D
T a(x) ct-
a b X X
(a) (b)
Gambar 5.4

Jika f(X,Yy) diintegralkan terhadap D ={(X,y)|a<x<b, a(x) <y < B(X)},
integralnya ditulis sebagai

b B(x)
[[ T yydA= [ [£(xy)dydx
D a a(x)

Di lain pihak, jika daerah pengintegralannya D ={(x, y) | 7(y) £ x<5(y), c <y <d},

d s(y)
j j f(x, y)dA = j j f(x, y)dxdy
D ¢ r(y)

2 2x

CONTOH4  Hitung | [xydydx.
0 x?

Penyelesaian

2X

2 2 2
[ [rydydx= [[1xy°T2dx = [(2x° - 4x*)dx=[3x* - % x°]; = 4.
0 0 0

X

[N}

CONTOH 5 Tentukan luas daerah D yang dibatasi oleh Yy = 2X dan y = x°.

Penyelesaian y

Dari skets daerah pengintegralan diperoleh

™~ 2
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D={(x,y)|0<x<2, x*<y<2x}

Dengan demikian, luas daerah D adalah

2 2x 2

A= [[da= [ faydx= [@x—x?)dx =DC =5 ==
D 0x2 0 3

CONTOH 6 Tentukan volume tetrahedron yang dibatasi oleh bidang z =4 —2X —y dan
bidang koordinat.

Penyelesaian

Bangun tetrahedron yang dibatasi olen bidang Z=4-2X—Yy dan bidang koordinat
diperlihatkan pada Gambar 5.5.

z y

D={(x,y)|0<x<2, 0<y<4-2x}

Gambar 5.5

Daerah pengintegralan (proyeksi bangun pada bidang xoy) berupa segitiga dan dapat dinyatakan
oleh D={(x,y)|0<x<2, 0<y<4-2x}. Dengan demikian, volume tetrahedron
tersebut dapat ditentukan sebagai berikut.

4

V= ”(4— 2x—y)dA = ZJ‘ _ZX(4— 2x — y)dydx
D 0 0

2 2
= [[4y - 2xy -3 y’I5 > dx = [(4(4-2x) - 2x(4 - 2X) — § (4 - 2x)*)dlx
0 0

2
_[(16 —8X —8x +4x* — 1 (16 — 16X + 4x%))dx

0

2
_f(8—8x+2x2)dx:[8x_4x2 +§x3]§ :%
0
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Mengubah Urutan Pengintegralan Kadang-kadang, mengintegralkan dalam urutan tertentu sulit
dilakukan. Salah satu cara mengatasinya adalah dengan mengubah urutan pengintegralan dari
bentuk 7dydx” menjadi “dxdy”. Meskipun urutan pengintegralan ini berubah, daerah
pengintegralannya tetap sehingga hasil akhirnya akan tetap sama. Mengubah urutan pengintegralan
dapat dilakukan jika fungsi batas pengintegralan memiliki invers.

CONTOH 7 Hitung J.J.xzydA dengan D adalah daerah yang dibatasi oleh garis Yy = 2X
D

dan y = x°. Hitung integral ini dengan dua cara (berbeda urutan).

Penyelesaian

Daerah pengintegralan D seperti diperlihatkan pada y
Gambar 5.6. Daerah D ini dapat dinyatakan dalam dua
cara sebagai berikut.
Ao y=2X<x=y/2

M) D={(x,y)|0<x<2, x*<y<2x} !
2) D= <y< <x< :
@ D={(xy)|0<y<4 y/2<x<.y} Gix ox=y

0 5 X

Untuk D={(x,y)|0<x<2, x*<y<2x}: Gambar 5.6
2 2x 2 2
”xzydAz jszydydx= 'f[% Xy Edx = I(Zx4 ~IxO)dx=[2x* - L x|} =&
D 0 x 0 0
Untuk D={(x,y)|0<y<4, y/2<x<,y}:

4y 4 4 . ,
[[xyda= [ [x*ydxdy = [[4x°yI)hdx = [(3y" - &y )dx=[Zy" - y°l =2
D 0 0

0y/2

Perhatikan bahwa hasil akhirnya sama. Jadi, mengubah urutan pengintegralan tidak akan
mengubah hasil akhir hasil pengintegralan.

2 4 3
X
CONTOH8  Hitung ”—zdydx.
G X4y

Penyelesaian

Pengintegralan dengan urutan seperti di atas sulit dilakukan. Oleh karena itu, kita ubah urutan
pengintegralannya. Dari batas-batas pengintegralan di atas diperoleh daerah pengintegralannya

adalah D={(X,y)|x* <y<4, 0<x<2} Daerah ini diperlihatkan pada Gambar 5.7.

Daerah ini juga dapat dinyatakan sebagai D ={(X,y)|0<x < \/V, 0<x<4}. Dengan
demikian, menghitung integralnya sebagai berikut.
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e y
dydx= | | ——=dxdy *

deXt+y doX +y y=x> = x=.ly
Untuk mengintegralkan bagian dalam (terhadap x), 4 y=4
gunakan metode substitusi: 5 i

u=x"*+y? - du=4x%dx i
dengan batas-batas: X =0 — U = y?, 0 |2 X

x=./y >u=2y? Gambar 5.7

Dengan demikian, diperoleh

4y NE 4 2y? 4 , 4
[ [-=—dxdy= | [+u™dudy =4 [[u"*1?¢ dy = § [(2-1)ydy
00 x* + y 0 y? 0 0
= (V2-Dy’; =4(V2-D)
Jadi,
24 3 4y NE
[f 4d x= | [-——dxdy=4(v2-1).
0 x2 1/ X + y 0 0 X + y
SOAL-SOAL LATIHAN 5.1
1. Hitung integral berikut.
23 24
@ []O¢ +y)axdy ) [ [xy’dydx
10 01
2. Tentukan ﬂxydA jika:
D
(2) D adalah daerah yang dibatasi oleh garis X =0, X =2, dan y = 2X.
(b) D adalah daerah yang dibatasi oleh garisy = X dan y = X%,
3. Nyatakan luas daerah D berikut dalam bentuk integral lipat dua, kemudian hitung integralnya.
@ D={(x,y)|0<x<4, x<y<+x}
(b) D adalah daerah yang dibatasi oleh garis X =1, X =3,dany = X+ 3.
4. Tentukan volume benda padat yang dibatasi oleh permukaan 9x° +4y* —36 =0 dan
bidang 9X + 4y —6z2 = 0.
5. Tentukan volume bangun yang dibatasi oleh bidang 2X+ Y +2z —4 =0 dengan bidang
koordinat.
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6. Ubah urutan pengintegralan dari integral berikut.

4y/2

@ ijjf(x, y)dydx ® | [ (x y)dxdy
01 00

7. Skets daerah pengintegralan, ubah urutannya, kemudian hitung integralnya.

(@) 1jyjexzdxdy (b) ”jﬂjs'n—y dydx
00 0 x y

5.2 Integral Lipat Tiga

Integral lipat tiga merupakan perluasan dari integral lipat dua ke dimensi yang lebih tinggi.
Sebagai ilustrasi, tinjau sebuah balok yang panjangnya p, lebarnya I, dan tingginya t, seperti pada
Gambar 5.8(a). Dalam bentuk integral lipat dua, volume balok ditentukan dengan

mengintegralkan z= f(X,y)=t pada daerah D={(x,y,z)|0<x<p, 0<y<I}
sebagai berikut.

V= [[f(x y)dA= pjljtdyolx: pj[ty]'oolx = pjltolx: [Itx]? = plt

z=06(xY)

= ay ~z=7(%Y)

fmmmmmeee IS I Y
Y A L y=p()
D b e

@ (b)
Gambar 5.8

Sekarang, ambil segmen panjang pada x = dx, segmen panjang pada y = dy, dan segmen panjang
pada z = dz. Segmen volume balok adalah dV = dzdydx. Daerah penginteralannya adalah

B={(x,y,2)|0<x<p,0<y<l, 0<z<t}. Volume total balok ditentukan dengan
integral lipat tiga sebagai berikut.

t

Jifev = T azyax = T ey = fiex = pit
B 000 00 0

Hasilnya sama dengan cara menggunakan integral lipat dua.
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Secara umum, fungsi f(X,Y,Z) dapat diintegralkan pada daerah pengintegralannya.
Daerah pengintegralan integral lipat tiga (lihat Gambar 5.8(b)) secara umum ditulis:

B={(x,y,2)|a<x<h, a(X)<y<p(x), y(x,¥)<z<5(X,Y)}.

Bentuk integral lipat tiga dalam ditulis sebagai

B(X) 5(x.y)

JITecey.mav - [ o0y, czayon

a a(x) r(xy)

Interpretasi geometri dan fisis Secara geometri, dalam kasus f(X,y,2)=1,
IHf (x,y,2)dV = ”IdV adalah volume benda B. Secara fisis, untuk f (X, Yy, z) >0 pada
B B

B, I”f (X, Y, z)dV = massa benda dengan f (X, Y, Z) =massa jenis benda B di (X, Y, z).
B
1xy
CONTOH 1 Hitung J ”xyzdzdydx.
0 x0

Penyelesaian

Ly 1Vx 1Vx
[ [ [xyzdzdydx = [ (& xyz?dydx = [ [xy*dydx
0 x0 0 x 0 x

1 1
.
=3 o 1 =1 07 —x)dx =4 xt — 1Ty = &
0 0

CONTOH 2 Tentukan 'm.xzyzdv dengan
B

B={(x,y,2)|0<x<1l Xx*<y<2x, 0<z<xy}.

Penyelesaian

_m x?yzdV = 1J‘ij‘x'y[xzyzdzdydx =1 1_“ i[xzyzz]gy dydx
B 0x*0 0 x

:%]' y*dydx = J‘[x4 12 dx
0

1
—4 [ - x)ax =17 - X, =3
0

Aip Saripudin Modul 5 Integral Lipat - 76



Seri Modul Kuliah EL-121 Matematika Teknik |

CONTOH 3 Sebuah benda B dibatasi oleh silinder parabol z =2 —% x* dan bidang z =0,
y =X, dan y = 0. Nyatakan volume benda dalam bentuk integral lipat tiga,
kemudian carilah nilainya.

Penyelesaian

Benda B yang dimaksud seperti ditunjukkan pada Gambar 5.9. Dari Gambar 5.9(b) jelas bahwa

daerah pengintegralannya adalah B ={(X,y,2)|0<x<2, 0<y<X, 0<z<2-1x°}.

Dengan demikian,

x2 2

X 2
dzdydx = [ [(2-4x*)dydx = [x=3x)dx=[x* - x*]; =2
0 0

0

2

g

o

Oy

Pemukaan

2
Bidangy =x  Z=2-%X

/ /
¥

Bidangy =0

Pemukaan
2=2-1x°

(@ (b)

Gambar 5.9

SOAL-SOAL LATIHAN 5.2
1. Hitung integral berikut.

111 1 3y8-x%-y?
() ”j(x2 +y? + z%)dzdydx (b) _” Idzdxdy
000 0 0 x%+3y?

2. Hitung m.xdzdydx jika
B

@ B={(x,y,2)|0<x<1,0<y<2-X%X,0<z<2-x-YVy}

(b) B adalah daerah yang dibatasi oleh permukaan z = 4 — X% — y dan bidang X =1,
y=0, y=1-x%dan z =3.
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3. Benda B dibatasi oleh bidang Y+ 2z =1 dan y = x%. Nyatakan volume benda B dalam
bentuk integral berulang lipat tiga kemudian tentukan nilainya.

4. Tentukan volume benda yang dibatasi oleh bidang koordinat dan bidang X +z =1 dan
Y + 2z = 2 di oktan pertama.

5.3 Transformasi Koordinat Pada Integral Lipat

5.3.1 Transformasi Integral Lipat Dua pada Koordinat Polar

Koordinat polar Tinjau Gambar 5.10. Titik (x, y) dalam koordinat bidang dapat dinyatakan
dalam koordinat polar (r, 8). Hubungan antara besaran dalam koordinat kutub dan koordinat polar
sebagai berikut.

y
X =rcosd
y=rsind
r’=x*+y?

Gambar 5.10

Integral lipat dua dalam koordinat polar Tinjau Gambar 5.11. Pada Gambar 5.11(a), daerah
pengintegralan dinyatakan oleh D ={(r,0)|a<r <0, a <60 < f}. Pada Gambar 5.11(b),

segmen luas dA dapat dinyatakan oleh dA = rdrd@ maka

[[(r.0)dA= ij (r,0)rdrd 0

5
0=p
r=b rdo
r=a dA
0=a do
<
dr
Sumbu polar
(a) (b)
Gambar 5.11
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CONTOH 1 Hitung ”rz sin A dengan D adalah bidang setengah lingkaran berjari-jari 2.
D

Penyelesaian

Daerah pengintegralannya adalah D ={(r,0) |0 <r <2, 0 <8 < 7} (Gambar 5.12) maka

T2
ﬂr%inédA: ”rzsine-rdrde y
D 00
T2
= ”rssinedrde
00 r
O=n 0=0
7 _ ) 0 2
=1 [[r*ssinado
0 Gambar 5.12

= 8jsin ado =8[-cosd]; =16
0

Transformasi Integral Lipat Dua pada Koordinat Polar Hubungan antara integral lipat dua
dalam koordinat bidang dan koordinat polar sebagai berikut.

jjf(x, y)dA = Hf(r,@)rdrd@.

D

dengan D" ={(r,0) |a <6<, 9,(0)<r<g,(O)}

CONTOH 2 Hitung J‘J.eXZ”sz dengan S adalah bidang lingkaran x> + y> = 4.
S

Penyelesaian

(0, 0) dan berjari-jari 2. Dengan demikian, daerah
Gambar 5.13. Dalam bentuk polar, daerah ini dinyatakan \9 =0

pengintegralanya dapat dinyatakan oleh KZ
. X
oleh S ={(r,0)|0<r<2, 0<60<2x}. Dengan ) 0=m
transformasi koordinat, > = X + yz, maka
-2

Persamaan X° + y2 =4 adalah lingkaran berpusat di y
S ={(x,y)| x* +y® <4} seperti diperlihatkan pada
2 2 2 272 2
”ex Y dA= ”er dA= ”er rdrd &
S s” 00

Gambar 5.13

27 27
=3 [le"Tdo =14 (e* -1) [do = x(e* -1)
0 0
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1
CONTOH 3 Hitung ————dydx.
T

Penyelesaian

Daerah pengintegralan dari integral di atas adalah D ={(X,y)|0<x<1, 0<y<~v1-x*}.

Daerah ini diperlihatkan pada Gambar 5.14. Dengan memperhatikan Gambar 5.14, daerah D
dapat dinyatakan dalam bentuk polar sebagai berikut.

y y=v1-x* =>y*=1-x*

0=mn2 X +y’=1=>r*=1
! 1-x°
Y= sehingga diperoleh
D ={(r,0)|0<r<1 0<0<7x/2}
r
0=0 . Dengan transformasi koordinat ke koordinat polar,
0 1
J1=x2—y? =1-r?
Gambar 5.14
dA = dydx = rdrd @
maka
1152 1 T2l g 72 T 7l2 .
——— dydx= rdrdd=— | §1-r® ,do= |do==.
oI oJ V1-x2—y? 5[0 1-r? oj > 5f 2

CONTOH 4 Hitung I Ism(x +y?)dxdy.
y

Penyelesaian

Daerah pengintegralan di atas adalah D ={(X,y)|0<y <1, y<x<./1—y?}. Daerah ini

diperlihatkan pada Gambar 5.15. Dengan memperhatikan Gambar 5.15, daerah D dapat
dinyatakan dalam bentuk polar sebagai berikut.

Titik potong kedua kurva: X, = X
y X = 1_y2 potong 1 2
! / y=yl-y* =y’ =1-y’
X=
Y 2y’ =1=y=1J2=x
0,=n/2 5
1J2
Or=mn/4 maka'[ané?lzlz2 =1-5>06,=12
X x 1.2
0 1
Gambar 5.15 Untuk y= 1,x=0 maka tan 92 = % —> 92 = %

sehingga diperoleh £ < & < Z. Selanjutnya,
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x=\/ﬁ:x2 =l-y=>xX+y =l=r? =1
sehingga diperoleh D" ={(r,0)|0<r<1, 0<O<x/2}.
Dengan transformasi koordinat ke koordinat polar,
sin(x® + y®) =sinr?

dA = dxdy = rdrd &

maka
1W 7121 712
| fsinG¢ +yydxdy = [ [(sinr*)rdrdo =4 [[-cosr*J,do.
0 7140 274
712
=3(1—cosl) Id9=z(1—cosl)
zl4

5.3.2 Mengganti Peubah Integral: Transformasi Jacobi

Misalnya daerah S dalam bidang uv ditransformasikan satu ke satu pada daerah D dalam bidang xy
dengan persamaan berbentuk:

x=g(u,v), y=nh(u,v),

seperti diilustrasikan pada Gambar 5.16. Sebuah fungsi f(X,Yy) yang didefinisikan pada D
dapat dipandang sebagai fungsi f (g(u,Vv),h(u,V)) yang didefinisikan pada G. Jika g, h, dan f
memiliki turunan parsial kontinu,

[[ £ x yydxdy = [[f(gu,v),h(u,v))[ 3 (u,v) | dudv

D

u y
x=g(u, V)
y=hu, )
EEE——
v X
Koordinat bidang-uv Koordinat bidang-xy
Gambar 5.16

dengan J (U, V) adalah determinan Jacobi yang didefinisikan sebagai berikut.
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o
J(u,v):M_au vl ox oy oy ox

o(uv) |y | auev auov
ou ov

CONTOH 1 Hitung ”(2X2 —xy — y?)dA dengan D adalah daerah yang dibatasi oleh
D

garis Y =—2X+4, y=-2X+7,y=X—-2,dan y=X+1.
Penyelesaian

Daerah pengintegralan D dalam koordinat bidang-xy diperlihatkan pada Gambar 5.17. Untuk
mentranformasikan ke koordinat kurvilinear, kita tentukan dahulu daerah S pada bidang-uv yang

terkait dan determinan Jacobi. Untuk itu, pilih U=2X+Yy dan V=X-—Y. Selanjutnya,
nyatakan x dan y dalam u dan v dengan memecahkan sistem persamaan di atas sebagai berikut.

u=2x+y U=2x+y
V=X-y 2v=2x-2y
u+v=23x u-—2v=3y

diperoleh
1 1
X==(Uu+v)d =—(u-2v
3( ) dan'y 3( )

Turunan parsial pertama x dan y masing-masing adalah
ox 1 ox 1 oy 1 oy 2
3w 3 3 3

maka

ou,v) ouov ouov 3

Batas-batas daerah S sebagai berikut.

3

3

iy Xy yx 1 2) 1), 1
3

y=-2X+4 —> 2Xx+y=4 —> u=4

y=-2Xx+7 — 2X+y=7 > u=7

y=X—-2 5>X-y=2 > v=2

y=x+1 > x-y=-1 -v=-1

sehingga diperoleh S ={(u,v)|4<u <7, -1<v <2} (Gambar 5.17).
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Gambar 5.17

Selanjutnya, integrannya ditransformasikan menjadi sebagai berikut.
2x2 —xy—y? = (2x+ y)(x—-y) =uv

Dengan demikian,

J.J(sz — Xy — yZ)dA: ”uv| J(u,V) | dudv

D S

27 . 12 .
= J..[UV(—g)dUdV:—g .[[Eu v],dv
-1

-14

1° 11 33
=—— 33VdV:—— iV2 2 = —
6_! > v, 2

CONTOH 2 Tentukan luas daerah yang dibatasi oleh Xy =1, xy=4, y=2X, dan
X=2y.
Penyelesaian

Daerah yang dimaksud pada soal diperlihatkan pada Gambar 5.18. Daerah S yang berkaitan
dengan daerah D dapat ditentukan sebagai berikut.

u
y = 2X V=3 v=2
u=4
LN x=2y 5 5
J:D:=:IT
Xy =4 B
xy =1 u=1
0 X 0 \Y
Gambar 5.18
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Pilih u=Xy dan v=Yy/X. Kita juga dapat menentukan determinan Jacobi dengan terlebih
dahulu menentukan turunan parsial u dan v masing-masing terhadap x dan y sebagai berikut.

ou ou ov y ov_1
OX oy OX X oy X
oY) _dudv v _ y(zJ_(_lZ]XZZLZV
oxy) oxay axoy \x) { x X

maka

_oxy)_ 1 1
IV = o(u,v)  o(u,v)  2v

o(x,y)

Persamaan garis pada bidang-uv yang berkaitan dengan garis pada bidang-xy sebagai berikut.

Xy=1—->u=1

Xy=4—->u=4

y:2x—>x=2—>v:2
X

x:2y—>z=£—>v:1
X 2 2

Keempat garis tersebut pada bidang-uv diperlihatkan pada Gambar 5.18. Dari gambar jelas bahwa
daerah S yang bersesuaian dengan daerah D adalah S ={(u,v)|1<u<4, 1<v<2}.

Dengan demikian, luas daerah D adalah

24 2
”dxdy: Js‘J.lJ(u,v)ldudv: ”%dudv: j%dv:%[lnv]f,2 :%In 4,

D 1/21 1/2

5.3.3 Transformasi Integral Lipat Tiga pada Koordinat Tabung

Koordinat Tabung Hubungan antara
koordinat bidang (x, y, z) dan koordinat tabung
(r, 8, z) sebagai berikut (Gambar 5.18).

X =Trcosé
y=rsind
z2=1 X
x> +y?=r? X
Gambar 5.18
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Transformasi Integral Lipat Tiga pada Koordinat Tabung Tinjau benda pejal B pada Gambar
5.19. Pada Gambar 5.19(a), proyeksi B pada bidang-xy adalah daerah D yang dapat dinyatakan

oleh D={(r,0)]|6,<0<6,, r(0)<r<r,(0)}. Pada sumbu-z, benda B dibatasi oleh
z=12,(r,0) dan z =7,(r,0) . Dengan demikian, benda pejal B dapat dinyatakan oleh

B={(r,0,2)|6,<60<80,, n@)<r=<r,(0), z,(r,0)<z<17,(r,0)}.

@ (b)

Gambar 5.19

Gambar 5.19(b) memperlihatkan elemen volume dV. Elemen volume ini dapat dinyatakan oleh

dV =rdzdrdé@

Dengan menggunakan transformasi koordinat: (X, y, z) — (r, 6, z), diperoleh hubungan antara
integral lipat tiga pada koordinat bidang dan koordinat tabung sebagai berikut.

[[[fxy.2)dv = gﬁg) wfﬁ(r, 6, 2)rdzdrd6
B

6, 1.(0) u(r,0)

CONTOH 1 Benda B dibatasi oleh tabung X% + y2 =4, bidang xoy, dan bidang
Yy + 2z = 2. Tentukan volume benda B.

Penyelesaian

Benda B seperti diperlihatkan pada Gambar 5.20(a). Daerah pengintegralan dalam koordinat
tabung ditentukan sebagai berikut.

Proyeksi benda B pada bidang xoy adalah daerah D yang diperlihatkan pada Gambar 5.20(b). Jika
ditransformasikan ke koordinat tabung, diperoleh

X*+y?=4 5r’=4-r=2

Dengan demikian, daerah D dapat dinyatakan oleh D ={(r,0)|0<8 <27z, 0<r <2}
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DZ{(r,0)|0<0<2r, 0<r<2}

(@ (b)

Gambar 5.20

Batas-batas pada sumbu z adalah bidang xoy (z = 0) dan bidang y + 2z = 2. Dalam koordinat
tabung,

y+2z=2 - rsinf+2z=2 - z=1-5rsiné

sehinga diperoleh batas-batas pada sumbu z adalah 0<z<1- % rsin@. Jadi, secara
keseluruhan daerah pengintegralannya adalah

B={(r,0,2)|0<0<27, 0<r<2, 0<z<1-irsinf}

Selanjutnya, volume benda B ditentukan sebagai berikut.

272 1-3rsing

V= |[fav =[] jrdzdrde=2ﬁ[rz]g‘i”‘”9drde
B 00 0 00
= ”(r—%rzsine)drdazzf[%rz—%rgsine]gda
00 0

= [(2-2sin0)do =[20 + & cosOly" = 4x

CONTOH 2 Hitung J.J.J.(X2 +y*)dV jika B dibatasi oleh permukaan Z =4 — X* —y?
B

dan bidang z = 0.
Penyelesaian

Benda B diperlihatkan pada Gambar 5.21. Proyeksi benda B pada bidang xoy berupa lingkaran
berpusat di (0, 0) dan berjari-jari 2. Daerah ini dapat dinyatakan oleh

D={(r,0)|0<0<27, 0<r<2}.

Dalam koordinat tabung,
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2 2

x> +y*=r? dV =rdzdrd@
7=4-x*-y*=4-71°

Maka batas-batas dalam sumbu-z adalah 0<z <4 —r?. Dengan demikian, benda B dapat
dinyatakan oleh

B={(r,0,2)|0<0<2r, 0<r<2, 0<z<4-r?}.

z y

Gambar 5.21

Dengan demikian,

4-y? 272

_jrz -rdzdrd 9 = j_“[rs‘z]o"r2 drdé
0 00

2

[[Joc +y*)av =

O

N

2
]
0

i 32

2 2 162/!
_ 3_ 5 _ 4 1 612 _=> _ e
= 0joj(4r r®)drdé = 0j[r brildo == Ojde_ 37

5.3.4 Transformasi Integral Lipat Tiga pada Koordinat Bola

Titik-titik pada koordinat bola dinyatakan oleh (r, 8, ¢) dan z
hubungannya dengan koordinat bidang (X, y, z) seperti
diperlihatkan pada Gambar 5.22. Dalam hal ini,

X=rsingcoso; y=rsingsind 4s

S Y
Z=rcosg; 0<g<r //9\/’

r’=x’+y*+z°

Gambar 5.22
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Elemen volume dV dalam koordinat bola diperlihatkan pada Gambar 5.23. Besarnya adalah
dV =r’sin gdrddd ¢

Hubungan antara integral lipat tiga dalam koordinat bidang dan koordinat bola dinyatakan oleh

ﬂjf (x,y,2)dV = TZT) rzwf& sin gdrdéd ¢

¢ 6.(4) n(6.9)

dr

o/ 142 rsingdd

X rsingdd

Gambar 5.23

4
CONTOH 1 Buktikan bahwa volume bola berjari-jari R adalah § R,

Penyelesaian

Daerah pengintegralan bola adalah B ={(r,0,¢) |0<0 <27, 0<¢ <7, 0<r <R}
(Gambar 5.24). Volume hola adalah

z

27

v = [[fav = [ [+ sin gardeny

T2

ZT[%rssin¢]§d49d¢ = ”% R®sin gdad¢

O N

= ? R [—cos¢]o = gﬂ‘Rg Gambar 5.24
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3 V9-x? V9-x2-z2 .
CONTOH?2  Hitung I j '[ (x* +y* + z?)?dydzdx .
—3_J9-x? —Vo-x*-7?
Penyelesaian

Kita selesaikan integral di atas dengan mengubahnya ke koordinat bola. Daerah pengintegralannya
adalah

B={(X,y,2)|-3<x<3, —v9-x2 <z<49-x?, —9-x*—2% <y<~/9-x° -7’}

Daerah ini diperlihatkan pada Gambar 5.25. Dalam
koordinat bola, daerah pengintegralannya dapat dinyatakan
oleh 3

B ={(r,0,¢)|0<r<3 0<¢<rx 0<0<27}
Integran dan elemen volumenya
02 +y?+22)7 = (r?): =1
dV =r?singdrdddg X
Dengan demikian diperoleh Gambar 5.25
3 V9-x* J9-x3-72 27

[ ] ] (x2+y2+zz)3dydzdx=”jﬁrssin;ﬁdrded(p

727

”j T[l résing3dedg = j j2435m #dd g

_ 243 7]|n¢[9] d¢—EJ27zsm¢d¢

0

= 243ﬂ[—cos¢]g = 4867

SOAL-SOAL LATIHAN 5.3
1. Hitung integral berikut.

712sin@ 7 1-cos@
@) j jrdrde (b)j jrsin&drde
0 O 0 0

2. Hitung integral berikut dengan cara mentransformasikannya terlebih dahulu ke koordinat
polar.

1-x2

1 2
(@) j j‘(x2 +y3)dydx (b _[ “Xz*yz)dxdy
0 x 0

o -l>
mﬁ)
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3. Gunakan koordinat polar untuk menentukan volume benda padat di oktan pertama yang
berada di dalam paraboloida z = X* + y2 dan di dalam silinder X* + y2 =9.

pa

47
2X —
4. Gunakan transformasi Jacobi untuk menentukan integral berikut: I I y
0

2

dxdy

y

2

5. Jika D adalah daerah di kuadran pertama bidang-xy yang dibatasi oleh hiperbola Xy =1,
Xy =9, dan garis Y = X, Y = 4X. Gunakan transformasi X =u/Vv dan y =uv dengan
u > 0 dan v > 0 untuk mengubah integral:

1z + oy gy
D

sebagai integral di atas daerah S pada bidang-uv, kemudian tentukan hasilnya.

39-x% 2

6. Hitung J I J\/Xz + y?dzdydx . (Petunjuk: Gunakan koordinat tabung!)
0 0

0

7. Tentukan volume benda padat yang dibatasi oleh paraboloid z = 4-x*— yz, bidang
Z = 0. (Petunjuk: Gunakan koordinat tabung?!)

8. Tentukan volume volume benda padat di dalam bola X% + y2 +2% =16, di luar kerucut

Z= 1/x2 + y2 , dan di atas bidang xoy. (Petunjuk: Gunakan koordinat bola!)

5.4 Penggunaan Integral Lipat
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