Seri Modul Kuliah EL-121 Matematika Teknik |

MODUL 1
DERET TAKHINGGA

Satuan Acara Perkuliahan Modul 1 (Deret Takhingga) sebagai berikut.

Petemuan Pokok/Sub TuiuanPembelaiaran
ke- PokokBahasan ) J
1 Deret Takhingga | Mahasiswa diharapkan mampu:
Barisan = memahami barisan, baik secara formal maupun
intuitif,
= menentukan rumus rekursif dari barisan,
= memeriksa konvergensi suatu barisan dan
menentukan limitnya,
= mengenal dan menyelesaikan masalah dengan barisan
sebagai model matematikanya.
Deret takhingga = memahami arti deret takhingga dan membedakannya
(Deret khusus dan dari penjumlahan biasa,
konvergensinya) = memahami konvergensi deret dan kaitannya dengan
konvergensi barisan,
= menyusun dan menulis deret dengan menggunakan
notasi X,
= mengenal beberapa deret khusus dan konvergensinya,
seperti deret geometri, deret harmonik, dan deret-p.
= memeriksa konvergensi deret sederhana dengan
definisi
Uji Konvergensi = memeriksa konvergensi deret positif dan menghitung
Deret Positif jumlahnya bila konvergen dengan menggunakan uji
integral,
2 Deret Takhingga | Mahasiswa diharapkan mampu:
Uji Konvergensi = memeriksa konvergensi deret positif dan menghitung
Deret Positif jumlahnya bila konvergen dengan menggunakan uji
(lanjutan) perbandingan dan uji limit perbandingan
= memeriksa konvergensi deret positif dan menghitung
jumlahnya bila konvergen dengan menggunakan uji
rasio
= memeriksa konvergensi deret positif dan memilihkan
uji yang tepat,
= mengenal kekuatan dan kekurangan tiap uji serta
menggunakannya untuk menentukan strategi
penentuan konvergensi.
Deret Berganti = mengenal deret yang lebih umum yaitu deret berganti
Tanda; tanda,
Konvergensi = memahami perbedaan deret berganti tanda dengan
Mutlak dan deret positif,
Konvergensi = memahami konsep kedivergenan, konsep konvergensi
Bersyarat mutlak, dan konvergensi bersyarat.
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Deret Pangkat

menguji kekovergenan deret berganti tanda dengan
menggunakan (memilih dengan tepat) uji deret
berganti tanda, uji konvergensi mutlak, uji rasio
mutlak, serta mengenal kelebihan dan kekurangan
tiap uji konvergensi.

memahami pengertian deret pangkat sebagai deret,
menentukan jari-jari konvergensi suatu deret pangkat
dan interval konvergensinya.

memahami fungsi yang dibangkitkan oleh sebuah
deret pangkat dengan domain sama dengan interval
konvergensinya.

Deret Takhingga
Operasi Deret
Pangkat

Deret Taylor dan
Maclaurin

Mahasiswa diharapkan mampu:

memahami representasi/penyajian berbagai fungsi
dalam bentuk deret dan batasan domain penyajiannya.
menentukan representasi/penyajian fungsi dalam
bentuk deret dengan menggunakan teknik
membangun deret pangkat yang baru berdasarkan
yang telah ada, dengan operasi turunan, integral,
operasi aljabar, subsitusi dan lainnya.

menentukan penyajian fungsi dalam bentuk deret
pangkat deret Taylor dan deret Maclaurin.
menghargai pentingnya deret Taylor untuk
menghampiri nilai fungsi serta manfaatnya dalam
perhitungan matematika yang digunakan dalam
berbagai bidang.

mengenal beberapa deret Maclaurin yang penting.
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1.1 BarisanTakhingga
Barisan adalah susunan bilangan-bilangan riil secara berurutan. Perhatikancontohberikut.
(@ 2,4,8,16,...
(b) +.%.5.%.-
() 1,4,7,10,13, ...
Secaraumum, barisandapatditulis
. =a,a,,8,,.

dengan a, memenuhi persamaan tertentu. Pada contoh di atas, masing-masing dapat ditulis dalam
rumus sebagai berikut.

@ a,=2" - I
®) a,=@()" - @k =205 360

© a,=3n-2 >  {a},=1471013

Il
[
D

2,4816.,...

Konvergensi Barisan

Barisan {a,} dikatakan konvergen menuju L (bilangan berhingga) jika memenuhi
lim{a }=L

Jika syarat di atas tidak dipenuhi, barisan dikatakan divergen.

Sifat-sifat Limit Barisan

Misalnya {a,} dan {b,} adalah barisan konvergen dan k adalah konstanta.

(1) limk=k

n—w

(2) limka, =klima,

N—w

(3) lim(a, £b,)=lima, £limb,

() lim(a,-b,)=lima, -limb,
lima
. a n
(5) lim—= =122 _
e h o limb,

n—w

2

CONTOH1 Cari lim— .
o 4nT 45

Penyelesaian
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Bagi pembilang dan penyebut dengan pangkat terbesar dari n (dalam hal ini, n?) maka diperoleh

1 1

—— =1lim > = =—.
+5 m™=4+45/n° 440 4

CONTOH 2 Diketahui sebuah barisan sebagai berikut.

N

2
3

34
14175

(a) Nyatakan barisan tersebut dalam rumus eksplisit.

(b) Apakah barisan di atas konvergen?

Penyelesaian

(a) Pada barisan di atas, penyebut selalu lebih besar 1 daripada pembilang. Jika pembilang diberi
simbol n, penyebut menjadi n + 1. Dengan demikian, rumus eksplisit barisan di atas adalah

(b) Ujikonvergensi

n

n+l

1 1

lima, =lim

:I = =
n+1 r=1+1/n 140

Karena lima, =1 (bilangan berhingga), maka {a,} konvergen menuju 1.

N—w

CONTOH 3  Apakah{a,}dengana, =

Penyelesaian

konvergen?

Untuk menguji konvergensi barisan di atas, cari limit a,untuk n—oo. Jika kita masukkan n = «
pada soal ini, akan diperoleh bentuk taktentu oo/, Kita gunakandalilL’Hopital:

lima, =lim

n—o

2e™" 4e*"
=lim =

e 2N4+3 non 2

Karena lima, = oo (takhingga), maka {a,} divergen menuju c.

Untuk Soal 1 — 5, tuliskan lima suku

LATIHAN 1.1
pertama barisan
Tentukanapakahbarisantersebutkonvergenat
audivergen.
_n+l
" 3n-2
2
2 a - 3n°+2
2n-1
3. a, =(-1)"
n+2
AipSaripudin

5 a,=e"sinn

UntukSoal 6 - 10,
carirumuseksplisita,untuksetiapbarisanberik
ut.Tentukanapakahbarisantersebutkonvergen
ataudivergen.

1 2 3 4
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1 1 1
(A 1’ 2’ 3’

1-31-51-3 9. 13,51
NFFEES 10 ~44-5 4,

1.2 Deret Takhingga: Deret Khusus dan Konvergensinya
Secara umum, deret takhingga ditulis sebagai berikut.

Ya,=a,+a,+a,+..

n=l

KonvergensiDeret

Derettakhingga Z a,, dikatakankonvergendanmemilikijumlahSjikabarisanjumlahparsialke-n{S,}

n=1
konvergenmenujuS. Jika {S,} divergen, derettersebutdivergen. Deret divergen tidak memiliki
jumlah.

CONTOH 1 Tentukan konvergensi jumlah deret berikut.
44+ +53+.
Penyelesaian

Jumlahparsialke-nderettersebutadalah

n—o n—w

limS, = Iim(Z—ij =2
3n

Dengan demikian, jumlah deret 4 + 3 + 4 +g; +... konvergen menuju 2.
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Deret Geometri

Deret geometri memiliki bentuk

Yar™t =a+ar+ar’+ar’+..

n=1

a
denganaz 0, r = %,
a

n

Deretgeometrikonvergenuntuk -1 <r< 1 dandivergenuntukr< —1 ataur > 1.
Untukderetgeometrikonvergen, jumlahnyamemenuhi

S=lims, =

n—® 1_ r

n
denganS, = > ar**=a+ar+ar’+ar’+..+ar"
k=1

CONTOH 2  Tentukanjumlahderetberikut.
s+i4i+5+..

Penyelesaian

Rasio deret r =

NI |J>\»—\
Il
N
o
[<Y)
5
a5}
Il
N
3
QD
=
QD
—
c
3
(Y]
=0
S
[}
o)
o
£
[y
=

Deret Harmonik

Deret harmonik memiliki bentuk sebagai berikut.

Deret harmonik merupakan deret divergen. Buktinya sebagai berikut.

1 111 1
S, =l4+=—+=+—+=+..+=
2 3 45 n

1 (1 1 1 1 11 1 1 1
=l+—+| == |+ =F=F=F= |+| =+t — |+ +—
2 (3 4) (5 6 7 8) (9 16) n

Jelas bahwa lim S = cosehingga deret harmonik divergen menuju takhingga.
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Deret-p
Deret-pmemilikibentuksebagaiberikut.

= 1

=l+—+—+—+

n:1np 2p

dengan p konstanta. Deret-p konvergen jika p > 1 dan divergen jika p < 1 {Bukti konvergensi ini
ditunda dulu hingga Anda selesai mempelajari beberapa metode uji konvergensi).

UjiSukuke-n untukKonvergensi: UjiPendahuluan

Jika lima, = 0 atau tidak ada, deret tersebut divergen. Jika lima, =0, deret Z a, perlu diuji

n—w

n—w
n=1

lagi dengan metode lain apakah ia konvergen atau divergen.

2

. - n .
CONTOH 4  Tunjukkan bahwa Zz— divergen.
~2n° +n

Penyelesaian

2

1 1

lima, =lim—;
n—>® -2 2N° +nN

_ 1
o 1 240 2
n

Dengan demikian, sesuai dengan uji suku ke-n, deret tersebut divergen.

LATIHAN 1.2

Untuk Soal 1 — 6, tentukan apakah deret
berikut konvergen atau divergen. Jika
konvergen, cari jumlahnya. Petunjuk: untuk
memudahkan, tulis beberapa suku awal deret
tersebut.

, $2
‘7 K
= 2
3.
kzzllk(k+2)
5 g
~k+2

Untuk Soal 7 — 10, gunakan uji pendahuluan
(uji suku ke-n) untuk menyatakan bahwa
deret tersebut divergen atau perlu uji
lanjutan. Ingat, uji pendahuluan tidak dapat
digunakan untuk menyimpulkan bahwa
deret konvergen.

1_4,9 16425 36
7. -4+ + S+...

10 7 2
= N+3
8
nzzl:n2 +10n
= I
o n!
= (n+1)!
Z (_1)nn2
(n+1)°
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1.3 UjiKonvergensiDeretPositif
1.3.1 Uji Integral

Misalnyafmerupakanfungsikontinu, positif, dantidaknaikpada interval [1, «) dananggap
a, = f(n) untuksemuabilanganpositifn. Derettakhingga

Zan konvergen jika dan hanya jika integral improper jf (n)dn konvergen.
n=1 1

- = 1 .
CONTOH 6  Gunakan uji integral untuk menentukan apakah Z_l konvergen atau divergen.
n+

n=1

Penyelesaian

t—owo

t
. 1 . T .. -
lim |—dn=Ilimph(n+1) ., =limp(t+1)-In2 =

1
Dengandemikian, ——divergen.
J nzzl: n+1 g

CONTOH 7  Tunjukanbahwaderet-p(a)konvergenjika p > 1 dan (b) divergenjika p < 1.
Penyelesaian
Sepertitelahdituliskanpadasubbab 1.2, deret-pberbentuk

= 1 1 1 1

b o T2 T e
“~n 2P 3" 4

1
dengan p konstanta. Untuk p > 0, fungsi f (n) = — kontinu, positif, dan tidak naik pada [1, ).
n

t p ! p _
(@) Untuk p>1, fipdn: J‘npdn:Ln } :tl 1
n 1 - p 1 - p

. o = 1
Selanjutnya, limt™" =0. Dengan demikian Z—p konvergen untuk p > 1.
t—w el n

1 t
(b) Untuk p =1: [San= fnrdn=inT=mnt
1

. =1
Selanjutnya, limInt =0 makaZ— divergen.
t—w n P

n=1

t

P -1
1 - 1-p

t 1-p
Untuk 0 <p< 1: fipdn: J'n"dn:Ln }
n : -p
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. . . =1
Karena 0 <p< 1 maka u = 1 — p > 0. Selanjutnya, limt*® =limt" =c0 maka —
t—ox t—ox el n
divergen.
] . 1 o .
Untuk p <0,: p< 0 maka —p = u> 0 sehingga a, =—=n"=n. Dengan uji
n

. . =1
pendahuluan (uji suku ke-n): limn" =0 maka E — divergen.
n—w =1 n

Dari ketiga kondisi di atas diperoleh simpulan bahwa E — divergen untuk p <1.
n=1 n

1.3.2 UjiPerbandingan

Misalnyaa,, = 0dan b,, = 0. Untuk n > N,

(1)a, < b, dan an konvergen makaZ:an konvergen.

(a, = b, dan an divergen makaZ:an divergen.

Untuk uji perbandingan, kita dapat melakukan perbandingan suatu deret dengan deret yang
konvergensi atau divergensinya sudah kita ketahui. Dalam hal ini, telah diketahui konvergensi atau
divergensi beberapa deret sebagai berikut.

(1) DeretGeometri

Zar” konvergenjika —1 <r< 1 dandivergenjikar< —1 ataur > 1.
n=1
(2) Deret-p

1
Z—p konvergen jika p > 1 dan divergen jikap < 1.
n

n=1

(3) DeretHarmonik

0

1
Z— divergen.

n=1

>N
CONTOH 1 Apakah Z konvergen atau divergen?
n=1

~3n° -1

Penyelesaian

Untuk n besar, suku ke-n deret tersebut menyerupai 3i Kita coba pilih b,, = 31 dan bandingkan
n n

dengan a,, = —— sebagai berikut

n n
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Karena a,, > b,, dan i =§:3i

divergen.

n=1

= 3n-1
CONTOH 2  Tentukan konvergensi 233 P
~3n° +

Penyelesaian

Untuk n besar, suku ke-nderet di atas menyerupai iz Pilih b,, = # Selanjutnya,
n

-1l 1 o op
3n*+2 n? no
< = 3n-1
Karena a,, < b,, dan Z = Z konvergen (deret-p dengan p=2 > 1) makaz >
1 = N *+

konvergen.

1.3.3 UjiLimit Perbandingan

Misalnyaa, >0, b, ZO,danIimﬁ: L.

n—x b
(1) 0< L<oo—>z a, dan an sama-sama konvergen atau sama-sama divergen.

(2) L=0dan an divergen— z a, konvergen.

= n
CONTOH 3 Tentukan apakah Zz— konvergen atau divergen.
—~n°+2n+3

Penyelesaian
Untuk n besar, suku ke-n deret tersebut menyerupai 1/n. Oleh karena itu, pilih

b, = 1 maka
n

.a .. n 1 n?
lim— =Ilim —_— = I|m— 1
ey e\ n?4+2n+3 n) men?+2n+3

0

Karena Z = Z— divergen (deret harmonik), maka Z

n .
————— divergen.
—n°+2n+3
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1
CONTOH 4  Tentukan apakah 2—5

o konvergen atau divergen.

Penyelesaian

Untuk n besar, suku ke-n deret tersebut mirip 1/n” Oleh karena itu, pilih b, = iz maka
n

.a .. 2n-1 1 . 2n*—n?
lim—==lim — +— |=lmM—— =
HA)o(n

ey noe\ n®—=2n® +5  n? *-2n%*+5
o0 o0 1 _ o0 2n _
Karena an = 2—2 konvergen (deret-p dengan p = 2 > 1), maka 23—2 konvergen.
1 T N —~n°-2n°+5

= 1Inn
CONTOH 5 Tentukan konvergensi Z— .
~n

Penyelesaian

Mirip bentuk rumus eksplisit suku ke-n seperti apakah In_n? Kita coba dengan
n

membandingkannya dengan 1 Karena itu, pilih b, =1 maka
n n

a Inn 1 .
lim—==Ilim| — +=|=IlimInn=w

n—ow0 bn n—owo n n n—owo
Ternyata uji di atas gagal karena tidak sesuai dengan syarat uji limitperbandingan. Kita

1
cobalagidenganmemilin b = —maka

Jn

Ilma——llm[m—n—ij—llmlnn—llm 1/n =lim 2 =0

n—w b n—w n \/ﬁ n—w \/— n—w 1/2\/_ n—w \/—

{Limit di atas diperoleh dengan dalil L’Hopital}

1
Karena Z Z 7 divergen (deret-p dengan p =% < 1) maka, sesuai syarat uji
n=1 n

=1Inn
limitperbandingan, Z— konvergen.
n

n=1

1.3.4 UjiRasio

a,..
Mlsalnyaz a, merupakanderetsuku-sukupositifdan lim —= = p.
n—w a

(1) Jikap< 1, derettersebutkonvergen.
(2) Jikap> 1 ataup= oo, derettersebutdivergen.

(3) Jika p=1, gunakan uji konvergensi lain.
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CONTOH 8  Uji konvergensi deret berikut.

Penyelesaian

—+..+
4 n!

1 dan suku ke-(n+1): a,,, =

Deret tersebut memiliki suku ke-n:a, = maka
nl (n+1)!
. a . 1 . n! .
p=lim—"L =lim +— |=lim =lim =0.

oeg o el (n+ D) nb) o ooe (n4) el
Karena p< 1 maka deret tersebut konvergen.
Catatan:

n! n(in-1)(n-2)---3-2-1 1

(n+)! (n+D()(-(N—2)--3.21 n+l’

CONTOH 9 Uji konvergensi deret berikut.

Penyelesaian

Suku ke-n dan ke-(n+1) deret tersebut masing-masing a, =

uji rasio,
n+1 . 2n
(n+1)? n?

p = 2> 1 maka deret tersebut divergen.

. a .
o =lim =L =lim

n—w a n—w
n

|

2n?

nZ

n+l

W maka, dengan
n+

dan a, =

n

2 2

=lim 5=
> (n+1)

lim ;= ;=2
e (1+14)° (1+0)

LATIHAN 1.3

Untuk Soal 1 — 4, gunakan uji perbandingan
atau perbandingan limit untuk menentukan
konvergensi deret.

N 1
1.
;n n+1
= Inn
2. 27
n=1 n
= 1
3 2o
n=1 2
AipSaripudin

n=1

v2n? +1

3

n

Gunakan uji integral untuk menentukan
konvergensi deret pada Soal 5 — 8 berikut.

0

n=1

0

2.

n=1

1

ninn

n2

n®+1

Modul 1 DeretTakhingga - 12
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Z‘: n 1B s+5+5+5+.

14, 1+ + -+ L+

= 15. )"

Gunakan uji rasio untuk menentukan

konvergensi deret pada Soal 8 — 12 berikut. ©
16. >
2, 4" ~ (2n)!
2y
n1 M = Inn
17. T
0 n e n
0. Y 1
='n ©
n=1 n
, 18. 3—n
11 3 n=1
s 2 = n®+1
19. 7
12, e—l "
na I 5 3n+1
20.
; n®—4

Tentukan konvergensi deret pada Soal 13 —
20 berikut. Tuliskanuji yang digunakan.

1.4 Deret Berganti Tanda; Konvergensi Mutlak dan
Konvergensi Bersyarat

Deret berganti tanda memiliki bentuk umum sebagai berikut.
Y (-D)"a, =a,-a,+a;-a, +..
n=1

dengan a, >a,, >0.

n+l
Uji Deret Berganti Tanda:

Jika lima, =0, deret tersebut konvergen.

n—wo

= 1
CONTOH 1 Tunjukkan bahwa »_(~1)"*= konvergen.
n

n=1
Penyelesaian
lim==0
n—w n

Jelas bahwa deret tersebut konvergen.
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KonvergensiMutlak
Jika Zl a, | konvergen, Zan konvergen. Uji konvergensi mutlak (uji rasio mutlak) sebagai

berikut. Misalnya

I|m | an+1 | —
N—0 |an |

(1) Jika p< 1, deret tersebut konvergen mutlak.
(2) lJikap> 1 ataup= oo, derettersebutdivergen.

(3) Jika p=1, gunakan uji konvergensi lain.

CONTOH 2 Tentukankonvergensi i (- i—z .
n=1
Penyelesaian
il il 2 L2l 2 | 2 o2
Gt o ek L e e e T R ey e e

> 1 maka, sesuai uji konvergensi mutlak, deret tersebut divergen.

Konvergensi Bersyarat

Deret Zan disebut konvergen bersyarat jika Zan konvergen tetapi Zl a, | divergen.

= 1
CONTOH 3  Tunjukkan bahwa Z(—l)”*l— konvergen bersyarat.
n=1 n

Penyelesaian
Pada CONTOH 1 telah dibuktikan bahwa deret tersebut konvergen. Akan tetapi,

o0 1 0 1
Z— divergen (deret harmonik). Jadi, jelas bahwa Z(—l)”*l— konvergen bersyarat
n=1 n=1 n
LATIHAN 1.4
Tunjukkan bahwa deret pada Soal 1 — 4 g L2
berikut konvergen mutlak. 3. ). () o
n=1 -
- 1
1. (-D" - 2
; nvn+1 4. Z(—l)”*ln—n
n=1 e
2 X €l

n=1
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TentukanapakahderetpadaSoal 6 — 10 o0 a1

berikutkonvergenmutlak, 8. >.(-D N

konvergenbersyarat, ataudivergen. n= n"+1
E3 1 = . sinn

6. -1 n+l - 9. (_1) -
HZ:;( ) 3n ; n\/ﬁ

DS 0. 3y

o 5n+1 = 2"

1.5 DeretPangkat;HimpunanKonvergensi

Deret pangkat memiliki bentuk sebagai berikut.

> ax"=a, +ax+a,x’ +a,x’ +...

n=0

Konvergensi deret pangkat bergantung pada nilai x yang dipilih. Uji konvergensi yang digunakan
adalah uji rasio mutlak. Himpunan konvergensi deret pangkat selalu berada dalam interval dari

salah satu kemungkinan berikut.
(1) Titiktunggalx = 0.

(2) Interval (-R, R), ditambah salah satu atau kedua titik ujung.

(3) Semuabilanganriil.

Ketiga kemungkinan interval di atas disebut radius konvergensi.

0 n

. X
CONTOH 1 Tentukan x sehingga Z—' konvergen.
n!

n=0
Penyelesaian
Uji rasio mutlak,

Xn+1 . Xn

(n+)! n

an +1

an

=lim

n—w

p=Iim

n—w

Karena p= 0 < 1, deret tersebut konvergen untuk semua X.

CONTOH 2  Tentukan himpunan konvergensi

n=0

n

Penyelesaian

Uji rasio mutlak,

. a .
p=lim—"L =lim

n—w a n—w
n

2n+1 ) on
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| ]

Deret tersebut konvergen untuk p< 1, yakni, > <1 atau | x|<2dan, sebaliknya, divergen pada
| X|> 2. Selanjutnya, cek titik-titik ujung, yakni x = -2 dan x = 2.
Pada x = -2

2"

a,=-——=1dan lima, =1
2n

n
n—w

sehingga sesuai dengan uji pendahuluan (uji suku ke-n), Zldivergen.
n=0

Padax=2
(=2)"

a, = o =(-1)" dan lima, tidak ada

0

sehingga sesuai denganteorema uji deret berganti tanda, Z:(—l)n divergen.
n=0

Dengan demikian, deret di atas konvergen pada interval: —2 <x< 2.

LATIHAN 1.5
Tentukan himpunan konvergensi deret 2 x2 Xt Xt
- i 3. 1-Xx+———+——+
pangkat pada Soal 1 — 5 berikut. > 371 s
x Xk x e X
1.2 2.3 3.4 4.5 nzﬂ:ln(nu)
22 33 4,4
2. 1+2x+2 X +2 X +2 X +... 2 n2x"
2! 3 4 5. ).

n=1 5n (n2 +1)

1.6 Turunandan Integral DeretPangkat

Misalnya S(x) adalah jumlah deret pangkat pada interval I,

Jika x di dalam interval I,

1 S'(x) =%(ianx"] = idi lnx" ::Zmlnanx”’l

@ [sat- | iant”jdtz Z{

o \.n=0
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CONTOH 1 Pada deret geometri, untuk —1 <x< 1,

S(x)=1i=1+x+x2 x4+ x +

Tentukan dua fungsi baru melalui pendiferensialan dan pengintegralan.

Penyelesaian

(1) art :i(+x+x2+x3+x4+...\
dx\1-x,) dx

1

ﬁ:1+2X+SX2+4X3+..., “1<x<1
—X

) %dt = [+t + 0+t 4 g
0 0

x* x* x°

—In(l—x)=x+§+—+—+—+...
2 3 4 5

Ganti x oleh —x dan kalikan kedua ruas dengan —1 maka diperoleh

X
In(1+x)=x—§+———+..., -1<x<1

CONTOH 2  Tunjukkanbahwa

. X2 3 X4
e =1l+X+—+—+—+
20 3 4

Penyelesaian
Misalnya

2 3 4
X

S(x)=1+x+x—+—+—+...
20 3 4

maka

2 3
S'(x) “lexd e Xy
21 3

Dari  keduafungsideret  di  atas, diperolehnS(X)=S'(X), vyang tidak lain

adalahpersamaandiferensial. Solusi umum persamaan diferensial ini adaah S(x) = Ae*, dengan A
konstanta. Karena S(0) = 1 maka A = 1 sehingga solusi khususnya adalah S(x) = €*. Jadi,
jelasbahwa

2 3

. X° X
e =1+ X+—+—+...
21 3
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LATIHAN 1.6
Tentukan ungkapan deret pangkat dari f(x) G
dan radius konvergensinya. f(x) berkaitan 3. f(x)= 1
dengan dere geometri. -
4. f(X)=In[(1+x)/(1—X)]
L. f(x)=— .
1+x 5. Gunakan hasil pada Contoh 2 untuk
1 mendapatkan fungsi berikut.
2. f(x)= %)’ f(x)=e" +e

1.7 Deret Taylor danMaclaurin

Tinjaufungsideretberikut.
f(x) =k, +k,(x—a)+k,(x—a)’ +k,(x—a)* +k,(x—a)* +
pada interval sekitar a. Turunan ke-n fungsi tersebut adalah
f'(x) =k, +2k,(x—a) + 3k, (x—a)* + 4k, (x—a)° +...
f'(x) =21k, + 3k, (x—a) +4-3k,(x—a)* +...
£ (x) =3k, + 4k, (x—a) +...

Masukkan x = a maka akan diperoleh

k,=f(a)
k,=f'(a)
_f"(a)
S
LA
3l
atausecaraumum
()
ML)
n!

Jika konstanta k, dimasukkan ke fungsi deret, diperoleh

g @)

f(x) = f(a)+ f'(a)(x—a)+ (a)(x a)? + 3(a)(x a)° +f —(x-a)" .

Deret ini dikenal sebagai deret Taylor. Untuk a = 0, deret di atas disebut deret Maclaurin, yakni

" m (4)
fz(lo)xz+f 0, 7

f(x)=f(0)+ f'(0)x+ 2 2 X'+

AipSaripudin Modul 1 DeretTakhingga - 18
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CONTOH 1 Ekspansikan f (X) = sin X kedalamderetMaclaurin.

Penyelesaian

f(X) =sinx - f(0)=0
f'(X) =cos x - f'(0)=1
f"(x) =-sinx - f"(0)=0
f"'(x) =—cos x - f"'0)=-1

SesuaidenganrumusderetMaclaurindiperoleh

3 X5 X7

SiNX=X——+———+
3 5 7

CONTOH 2 Ekspansikan f (x) = e* kedalamderetMaclaurin.
Penyelesaian

f(x)=e" - f(0)=1

f'(x)=e" - f'(0)=1

fr'(x)=¢e" - f'0)=1

SesuaidenganrumusderetMaclaurindiperoleh

2 3 4
X

e =1+X+—+—+—+..
20 3 4

{Hasil ini sama dengan CONTOH 2 Subbab 1.6)

CONTOH 3 Nyatakan g™ sebagai fungsi deret pangkat.
Penyelesaian
PadaContoh 2 telahdiperoleh

2 3 X4
e =1+ X+—+—+—+...
20 3 4
Ganti x oleh —x? maka diperoleh
4 6 8
e * —1_X2 +X__X_ X_
a3 4
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Beberapa deret Maclaurin penting dan interval konvergensinya.

1. L=1+x+x2+x3+..., “1<x<1
1-x
2 3 4
2. In(l+x)=x—X—+X——X—+..., -1<x<1
2 3 4
2 3 X4
3. e =l+X+—+—+—+.., semua X
20 3 4
3 X5 X7
4. sinX=X—-—+——-——+..., semua x
3 5 7
2 4 6
5. cosx:l——+X——X—+..., semua X
21 4 ¢
6. (1+x)° =1+ px+ p(r;l—l) X2+ p(p—lgl(p—Z) X ..., ~1<x<1
(Deret binomial, p bilangan riil).
LATIHAN 1.7
Nyatakan fungsi berikut ke dalam bentuk Gunakan substitusi pada deret yang sudah
deret Maclaurin. ada untuk mendapatkan representasi deret
dari fungsi berikut.
1. f(x)=cosx
3. f(x)=Inx, 0<x<1
-1 _
2. tan x_6[1+u2du 4. f(x)=e*.
5. f(x)=@1+x)*, —1<x<l.
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